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Ejercicios Teodricos 3
Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Sistemas Lineales

1 Sistemas Lineales

1. Considerar el sistema de ecuaciones diferenciales
dx

= AMF+F()

donde A(t) € R**" y F(t) € R"™.
A partir del Teorema de Picard, explicitar las condiciones sobre A y F para garantizar
solucién unica.

1.1 El Sistema Homogéneo

2. Dado el sistema de ecuaciones lineales homogéneo dado a través de una ecuacién matricial

.fl an(t) a9 (t) et Aln (t) I
.:.UQ _ azl(t) a9 (t) s A2 (t) X9
il lam(®) am® - am(®)] |2n

a) Demostrar que admite n soluciones linealmente independientes las cuales generan la solu-
cién general

Z(t) = a'T1(t) + 2 To(t) 4+ - + T (t)
Nota: Las coordenadas son identificadas con supraindices, esto permite -cuando se desea-
trabajar con la convencién de Einstein.

b) Matriz fundamental. Notar que la solucién general puede escribirse como un producto de
matrices:

x;(t) xi(t) l‘é(t) azé(t) a;
P G| T U CREE 1 Ll B
z"(t) zy(t) xy(t) zn(t)] Lo
donde
1(t) 5 (t) 2, (t)
C@e] |k <
x] = ) 2 = : ) TS )
27 (t) x5 (t) (1)

Es decir, se encolumnan los vectores generadores de la solucién general. A la matriz U(t) se
la denomina matriz fundamental.

c¢) Demostrar que en cualquier instante de tiempo, U(t) tiene inversa. Mdas atn, W (&1, Za, ..., &) =
det [U(t)] es el determinante denominado Wronskiano.

d) El Propagador. Comprobar que si la condicién inicial es Z(tg) = &, entonces, la solucién
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en cualquier instante ¢ > ¢y puede escribirse como
#(t) = U(t)U(to) T = ®(t, )0
Donde W (t,ty) es el denominado propagador del sistema. Este propagador actia sobre el

espacio de condiciones iniciales representando la evoluciéon temporal.

e) Comprobar que el propio propagador satisface la ecuacién diferencial

AW (L, to)

dt = A(t) : ‘I’(t,to), ‘I’(toﬂfo) -1

1.2 Ecuaciéon no homogénea. Método de Variacion de los Parametros

3. De manera andloga a lo realizado para el caso de dimensién 1, para resolver un problema
no homogéneo se propone una solucién particular que tenga la forma de la solucién de la
homogénea, pero donde las constantes arbitrarias ya no sean constantes, sino funciones de ¢

Zp(t) = U)a(t)

Demostrar que la solucién general se puede escribir como
t
B(t) = O(t, to)To+ [ (¢, t")F(t)dt
to

donde el ¥ (t,t') es el propagador del problema homogéneo ya definido ateriormente.

1.3 Sistema Homogéneo con Matriz de Coeficientes Constantes

4. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales
dr

— =AZ AeC"™  constante

dt

Proponer una solucién de la forma
i) = &N

y comprobar que el problema es un problema de hallar autovalores y autovectores.

5. Mediante aplicacién del Método de Picard demostrar que la matriz fundamental para el
sistema de ecuaciones diferenciales

di
d—f =A%, AecC"™", constante
puede escribirse como
A2 AP (A
U(t) = {I+At+[ 2,] il 3,] il 4,] } =
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1.3.1 Caso Diagonalizable

6. Bajo la hipotesis de que la matriz A sea diagonalizable, probar que

feMt 0 0 - 0]
0 et 0 ... 0
U(t) = At =PePP 1 =P | 0 0 eMt ... 0 |p-t!
| 0 0 0o --- e/\nt_

Nota: Los Aj no precisan ser todos distintos.

1.3.2 Caso No Diagonalizable

7. Considerar un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes en el
que la matriz A no sea diagonalizable. Demostrar que la matriz fundamental puede en este
caso escribirse como

U(t) = At = PeliP!

Donde para cada bloque de Jordan k x k se tiene

[Nyt [Ngt]? [Ny 2!
TR (nk—l)!}

eJkt — e(Dk—l-Nk)t — e)\kt {I+th+
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