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Ejercicios Teodricos 2
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Método de Picard. Integraciones Sucesivas

1 Aproximaciones Sucesivas

1. Realizar una descripcién del método de aproximaciones sucesivas. Pensar el problema para
resolucién de ecuaciones.

2. Establecer en general qué le vamos a pedir a un esquema de iteracién funcional.

3. Dada una ecuacién nolineal F'(x) = 0, "despejamos” una x y definimos una iteracién
xer1 = @(xg), £=0,1,2,...
LLamando « a la solucién y M es una cota de ¢’ en un intervalo dado, comprobar que

a = ¢(a) punto fijo
ep1 —al < Mg —q
€1 —al < MT g —aftt

A partir de estas relaciones, establecer el criterio de convergencia.

4. Para resolver la ecuacién x + In(z) = 0 (cuya solucién a 6 decimales es a = 0.567143)
comprobar que se pueden definir las siguientes iteraciones:

Ty

Ty + e
2

1 _
a)rprr =In <> ; b)zpi 1 =e ", c)xpy1 =

Ty

En virtud de lo hallado en el ejercicio anterior, cudl iteracion elegiria? Iterar y comparar con
la solucién

2 Meétodo de Picard. n=1

5. A partir de un problema de valor inicial

y/ = f(xv y)7 y(l‘o) =1%o

establecer una iteracién. Establecer las condiciones necesarias para poder definirla (es decir,
que siempre se puedan calcular sus términos).

6. Sea el PVI
Y = flz,y), y(wo) = yo

donde f es una funcién continua en el rectangulo
R:|lx—xo| <a, ly—yo| <b, a,b>0

que estd en el plano real (z,y).
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Sea I un intervalo sobre el eje x incluido en |z — 2| < a. Probar que ¢(z) es solucién del
PVTI si y sélo si satisface la ecuacion integral

wm=m+/3wmmﬁ

7. Dada la iteracién

%@:m+/ﬁw%let

donde f esta definida en el rectiangulo R definido en el ejercicio 6. Demostrar para todo
k € N, los puntos (z,yx(x)) € R

8. Demostrar que las funciones yi(z) son continuas en el intervalo
I: |z — 29| < a=min{a,b/M}
donde M es una cota de f en R.

9. Sea la funcién f(z,y) definida en R. Demostrar que si ? es continua en R, entonces

satisface la condicién de Lipschitz con respecto a la variable y. Es la reciproca valida?

10. Sea R el rectangulo en R? definido por R : |z — zo| < a, |y — vo| < b, (a,b > 0). Sea
f : R — R continua, de Lipschitz -de constante K- y sea M una cota de f en R, es decir

[f(z,y)| < M.
Bajo estas hipdtesis, demostrar que

M (Klz — o)™

|Pe11(2) — de(2)] < K (0+1)!

donde ¢; estd definido a través de la relacién ¢;(z) = yo + fjo f(t, @j—1(t))dt.

11. Bajo las hipétesis del ejercicio anterior, demostrar que

lim ¢p(x) = ¢(z)

k—o0

donde ¢(z) es solucién del PVI.

12. Discutir la unicidad de las soluciones obtenidas a partir del Método de Picard y analizar
el PVI
v =3y, y(0)=0

13. Sea la EDO
Y = f(z,y)

Estudiar el comportamiento de dos soluciones con condiciones iniciales proximas.

14. Comparar los métodos de Cauchy y Picard, con relacién a las hipdtesis necesarias.
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3 Método de Picard-Lindelof. n > 1

Sean ¥ € R" y F(t; %) = (f1(t; @), fo(t; Z), ..., fn(t; Z)). Considerar el sistema de ecuaciones
diferenciales expresado de manera vectorial

dr
— =F(:7
dt (#:7)

con las condiciones iniciales Z(tg) = Zo

15. Demostrar que el sistema de ecuaciones diferenciales es equivalente al sistema de ecua-
ciones integrales

¢
T(t) = To + / F(t';2(t"))dt
to
16. Sea F(t;Z(t)) definida en el dominio
D:ft—to| <p, ||[&—2Zol1<b

donde la norma 1 se define a través de [[7][1 = > 7, |vj|. Sean M, My, ... M, cotas en el
dominio de las funciones f; y M = max{M, Ma,... M,}
Demostrar que para |t — to| < a = min{p, £} puede definirse la sucesién

O = &

t
@) =+ / F(t'; 2% t'))dt'
to
donde, ademds, todas las funciones #¥) son continuas en t.

17. Condicion de Lipschitz Una funcién vectorial F(t; %) se dice que es de Lipschitz en el
dominio D si existe una constante L > 0 (contante de Lipschitz) que satisface

[|F(t; 2) — F(t;70)|[1 < L||Z — Zol|1

Demostrar que si las derivadas parciales con respecto 1, xo,...x, con continuas en D
entonces es de Lipschitz en D. Pista: Extender intuitivamente a partir del caso de una
funcién f(t;z,y).

18. Conwvegencia del método.
a) Demostrar que si la funcién F(t; Z) es continua y de Lipschitz en D (con cota M y constante
de Lipschitz L) entonces se cumple

. ke M [L]t — to|]*
(k) (4) — z(k—1) < 2Rl
10 (0) — 26Dl < 2 H
b) Llamando #(t) = limy_,oo #*) demostrar
M [La]*+?
- _ —’(kJ) < o La
lete) - o)l < T

c¢) Finalmente, probar que Z(t) obtenida a partir del limite anterior es solucién del problema
de valor inicial.

Nota: Para estos tres incisos, extender apropiadamente lo hecho para el caso de n = 1.
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