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Planteo Geométrico

El elemento de arco ds®

El R? y R3 el elemento de arco se define inicialmente a partir de un
sistema de coordenadas cartesianas

ds? = dx? + dy?, ds? = dx® + dy? + dz?

Para el caso de R3, al efectuar un cambio de coordenadas (no
necesariamente lineal)

X' =x%x,y,z) a=1,23

debemos obtener el elemento de arco invirtiendo y calculando el
ds® = dx? + dy? + dz?, ahora en las nuevas coordenadas
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El tensor métrico

El elemento de arco ds?

Realizado el cambio de coordenadas y calculando el ds? se obtiene, en las
nuevas coordenadas

3 3
ds? = dx? + dy? + dz® = Z Z gudxt dx"" = g, dx'* dx"”
p=1lv=1

donde las cantidades g;,, son las coordenadas del tensor métrico en este
sistema de coordenadas )
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Ejemplo 1: Coordenadas Polares

En coordenadas polares,
x =pcos(f), y=psin(h)
entonces,
dx = cos(0) dp — p sin(0)dl, dy =sin(6) dp + p cos(0)dé

Calculando el elemento de arco,

ds? = dx® + dy? = dp? + p? db?
Con lo que las coordenadas del tensor métrico seran

8w =1, 80 =80, =0, 80 =0

556 3

[g]polares = I:gep 806 0 p2
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Ejemplo 2: Coordenadas Cilindricas

En coordenadas cilindricas,
x=pcos(f), y=psin(d) z=z
entonces,
dx = cos(0) dp — p sin(8)dl, dy =sin(0)dp+ p cos(0)dl, dz=dz

Calculando el elemento de arco,

ds? = dx? + dy? + dz? = dp? + p? d6? + dz?

8pp 8pod 8pz 1 02 0
[g]cilindricas = |80p 8Boo Boz| = 0 p= 0
8zp 8z0 8z 0 0 1
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Ejemplo 3: Coordenadas Esféricas

En coordenadas esféricas, el cambio de coordenadas es,
x =r cos(p)sin(f), y =rsin(p)sin(f) z = rcos(d)

entonces,

dx = cos(p)sin(0)dr — r sin(¢)sin(8)dp + r cos(p) cos(0)db
dy = sin(p)sin(0)dr + r cos(y)sin(f)dy + r sin(yp) cos(6)do
dz = cos(f)dr — r sin(0)dé

Reemplazando en el elemento de arco, obtenemos,

ds? = dx? + dy? + dz% = dr® + r? sin?(0) dp? + r?d6?

8rr Bro 8ro 1 0 0
[g]ESfericas = |8pr Bpp Bpb| = 0 r? sin2(0) 0
8or 8bp 8o 0 0 r?
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Calculo invariante del Laplaciano

Laplaciano a partir del Andlisis Tensorial

El Laplaciano en coordenadas esféricas y cilindricas es intrincado para
obtenerlo a partir de la simple sustitucién de coordenadas y célculo de
derivadas segundas. Sin embargo, mediante técnicas del anilisis tensorial,
la expresidn es mucho mas sencilla

Técnica:
@ Dado el cambio de coordenadas, tenemos las coordenadas del tensor
métrico, g
@ Obtenemos, de manera matricial, el inverso, que llamamos gO‘B
@ Llamemos g al determinante de g,

Con estas definiciones, calculamos

L3S ey

alﬁl
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El Laplaciano en Coordenadas Polares

En coordenadas polares

En polares, g = p?, el

a0 g g 1 0
[g }polares_ gep g9‘9 — o &

Entonces,

V2y = 1 9 [\/?gﬂl?@] + 1 9 [ p2g99@]
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El Laplaciano en Coordenadas Cilindricas

En coordenadas cilindricas

En cilindricas, g = p2, el

gPP gpﬁ gr? 1 0 0
[g] cilindricas — | & % g% g% =10 pi2 0
gzp gze gzz 0 0 1
Entonces,
ou 1 0 gOu 1 0 5> 220U
9 - |VPed

1 9
20— = 2P0 7" 2,007~
V=5 [‘/’Tg 6p}+\/[?89{ re aa]“L\/,?az
Reemplazando, tenemos
10 8u} 1 0%u  0%u

==Y | ;Y.L LYY YU
Vu_pap {pap +p2892+822
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El Laplaciano en Coordenadas Esféricas

En coordenadas esféricas

En esféricas, g = r*sin?(f), el

grr grcp grO 1 0 0
-1 — o| _ 1
[g ]esféricas - g:rr gs;so gi@ =10 r2sin%(9) (1)
g’ g% &g 0 0 %
Entonces,
4 sin2( ® 4200 U
vy = ) [\/T ] \/W&P [mg @]

+

AV4 I'4 SII‘I2 |: r4 SInZ(G ]
Reemplazando, tenemos

Ay = O [ 20 1L o0 1 dul, 1 0. a0
Veu I * == 50 sm(G)aH

- r2or | or r?sin(6) dg | sin(0) Ay r?sin(6)
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