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Notas de Clase Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

1. Introduccién

Este material estd dedicado a los aspectos fundamental de la Teoria de Sistemas de Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias (EDO) de primer orden, con la condicién de analiticidad de
las funciones intervinientes. Esto significa, que dado un sistema de ecuaciones diferenciales,
con condiciones iniciales,

da’ Ce, 1,2 n
— = x,xe, , x5t
= 0
at(tg) = xf (t=1,2,...n)
Donde vamos a asumir que las funciones f* (', 2%, ..., 2™ t) son analiticas en la regién

let —ad| <7 x [2? — 2B <rhx o x |2 —ah] <7l x|[t—to| < T’

Las funciones f‘(z',22,...,2";t) son de n+ 1 variables complejas: complejas las coordenadas
y complejo el tiempo.

El método de Cauchy consiste en obtener las series formales para las soluciones (integrales)
del sistema, junto con el analisis de las convergencia uniforme de dichas soluciones.

1.1. Construccion de las series formales

La obtencién de una soluciéon puede provenir de métodos elementales de resolucién, donde
en el mejor de los casos podemos obtener la expresién analitica y cerrada de cada z‘(t).
Sin embargo, los problemas en los cuales la solucién puede obtenerse de manera cerrada no
constituyen la mayoria, sino, todo lo contrario.

Es por eso que es necesario construir un método que dé cuenta de la generalidad, para todo
tipo de problemas. La solucién del problema de valor inicial, (PVI) sera buscada a través de
una serie de potencia (serie de Taylor) en la forma:

l 1 deZ 3.0

%(to) (t—to) + iﬁ(to)(t — t0)2 + ld—a:(to)(t — t0)3 W

3! dt3
Ahora, cada coeficiente de este desarrollo nos lo provee el propio sistema de ecuaciones dife-
renciales. Para los primeros términos, obtenemos:

» Orden O [(t —t)]:

2 (t) = 2 (to) +

2t (to) = af (Cond. Tnicial)
» Orden O [(t —t)']:
é -
%(to) = iz to) (Ec. Diferencial)

» Orden O [(t — t9)?]: Para obtener el coeficiente correspondiente a (t — t9)? debemos

2.4
calcular la ddng y evaluarla en tg

2o d[da:" Of(zit) =~ Off dal  Off(w;t) = Of"

_djda) _dry o] o 9f (@) _ Of(ast) it
dt2 - dt dt]_dt [f (x’t)}_ ot +jzlaxj dt ot +j:18xjf(x7t>

= Y asi sucesivamente...
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Notas de Clase Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

2. Convergencia Uniforme de las Series Formales

El método presentado en la seccién anterior nos proporciona un mecanismo para la ob-
tencién de las series formales, o bien para la obtencién de desarrollos asintéticosE]

Si bien el célculo para ordenes altos puede hacerse cada vez mas engorroso y complicado, la
posibilidad de construir la serie es formalmente cierta.

Podemos notar, ademds, que cada término asociado a la potencia j en (¢t — )’ de la serie
formal podra representarse como

c?zpf(c?,c?,...,c}ﬁ_l), tm=1,2,...n
donde los p§ (e, ey, ... ,c’jn_l) satisfacen las siguientes propiedades:
a) Los pg(c’ln, cy',..., ¢} ) son polinomios en las variables ci", c7', ..., ¢’
b) Los coeficientes de los pﬁ(c’f‘, ey 63711) son polinomios en las variables c*, cy’, . . ., ¢ty

son funciones lineales de los coeficientes de las expansiones de las funciones f¢ (desarro-
lladas en serie de Taylor en las (n + 1)-variables).

c) Los coeficientes numéricos de los pf son nuimeros positivos.

Estas caracteristicas son importantes a la hora analizar la convergencia.

2.1. Principio de la Funcién Mayorante

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

d l
W o et = )

Supongamos que existen n funciones F*(z;t) tales que
’ff(x;t))g‘Ff(x;t)‘ Ve=1,2,...,n

en las regiones definidas para las f¢. Tales funciones F‘(x;t) se las denominan funciones
mayorantes de f(x;t) en la regién determinada.

El Principio de la Mayorante establece que si existe solucién analitica para el sistema auxiliar

da’
— = F(x;t
at(ty) = b (L=1,2,...n)

Entonces, existira solucion analitica para el sistema original.

La demostracion de este principio basicamente se sustenta en que las series formales para la
solucién del sistema mayorante tendréd coeficientes que acotaran término a término los de la
solucion del problema original, por lo tanto, si tenemos la serie acotada absolutamente por
una serie uniformemente convergente, la original sera también uniformemente convergente.

'En este contexto, por desarrollo asintdtico vamos a entender la serie truncada a un determinado orden, es
decir, el polinomio de Taylor.
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3. Construccion de la Funcién Mayorante

Para construir la funcién mayorante, comencemos con la expresién para la funcién f*
la cual asumimos analitica en el dominio ya mencionado. Entonces, como funcién de n + 1
variables

o
¢ ¢ 1 1\j1 (2 2\ in j
sty = > gy @t —ap) (@ —ag)? - (2 — g ) (t— b))
J1j2.-jnjt=0
esto es, la serie de Taylor para esta funcién analitica de n+ 1 variables (complejas). Entonces
los coeficientes se calculan como
¢ _ 1 Hirtizt-Fintie [fé]
Jzeendt g lgal oL gplg! O(at)dro(a?)dz .. Q(x™)In Ot

a
(90(1)79037---73[361;750)

Aplicando la férmula de Cauchy para las derivadas, tenemos

’ j{ j{ 7{ j{ ft (J: t) dxtdz? ... dx"dt
91J2---InJt n+l I S _ x[) ]1+1( )j2+1 (CC" _ $7&)]7L+1(t _ to)]t+1

Donde las curvas 1, 72, ...,V vienen dadas por las ecuaciones

o \xj—a%\zrj<r}, Yot =t =T < T
Notemos que cada curva se parametrizara
:Ej—:nézrjewf, 0<0; <27
Entonces, da/ = irjewj df; y ademas,
]a:j—xé]:rj, \dxj]:rjdﬁj, Vi, 1=1,2,...n

Sea M, una cota para |f¢| en el dominio de integracién (el méaximo serd en la frontera),
podemos acotar:

) 1 2 2T 2T
la Qg gs.. Jth| = (2m)nt ]1 ]2' TJt/ / / df,dbs . .. do, db;
Entonces,
M
85153 < i .
Ty ey T

Con estas cotas podemos definir la funcidn mayorante para f(x;t), M(z;t)

Mt =M Y [(‘”1 ‘“7(1))]]'1 Fﬁ;x%)rg_,. [(w" —xm]f'" [u _Tu))r

.. . It Tn
Jij2.--jnjt=0

Notemos que todas las sumatorias estan separadas, por lo que podemos sumar cada serie
geométrica, resultando

M (z;t) =
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Si ademas, elegimos

M:m?X{Ml,Mg,...,Mn}, r:méfn{rl,m,...,rn}

Podemos obtener una misma funciéon mayorante para todas las funciones,

(xl—x}) (x2—22) d (7 —xp) t—to
e[ [ A -

T T s

M(z;t) =

3.1. Integracion del Sistema Auxiliar

Notemos entonces que el sistema asociado a las funciones mayorantes (que ahora son todas
iguales) serd

dx’ M

[ e I

T

para todo £ = 1,2,...n. Entonces, tenemos

dt_dt__dit
. dt  dt
Integrado entre ¢y y t tendremos
2t(t) —xh =22(t) — xR = = 2"(t) — 2
Definamos entonces la variable
E(t) = a'(t) —ag = 2®(t) —af = --- = a"(t) — 2§
donde
g M
g -]
d§ M L
—= = - (Goursat, Cours D’Analyse Mathématique, Vol. 11, 1918)
dt [1 _ §} [1 _ (t—Tto)}

Que también puede sustituirse por otra funcién mayorante de esta ultima

M
d = (Moulton, Differential Equations, 1930)

ECSIeE

En ambos casos, la condicién para t =ty es £(tg) = 0.
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M

T

3.1.1. Integraciéon de la ecuacién diferencial con la Mayorante

Consideremos el problema de valor inicial

de M
“
£(to) = 0

Esta ecuacion es elemental, ya que es a variables separables, por lo que para integrarlo hacemos

[1—§]nd§:[1Mdt £(to) = 0

t—t ’
r _(TO)]
n+1
T § r (t —to)
_ 1-2 =-MTIh|l——=
n—l—l[ r] +n—i—l n[ T ]

Despejando &(t) resulta

€<t>:r{1— nVH(nH)Mfm i 5] }

Para estudiar la analiticidad de la solucién para £(t), que condicionard la analiticidad para
las zt (t), debemos tener en cuenta que la raiz n + 1-ésima posee el limite de analiticidad en
el 0, por lo que debemos considerar como limite

1+(n+1)M%1n [1—@;“)] =0

que, despejando t — ty obtenemos:

b=ty =T |1 - ¢ win]
O, en términos de cota de validez de la solucién,

t—to) < T [1—6*W]

Lo que significa que dentro de este intervalo en ¢ las funciones x‘(t) serdn analiticas con series
uniformemente convergentes, en virtud del principio de la mayorante.

El dominio de analiticidad para la solucién x(t) es menor que el intervalo de analiticidad en
la variable ¢ para las funciones f‘(z;t). Esto es esperable.

En algunos problemas de la dindmica no lineal el limite de analiticidad -en la variable ¢-
de las funciones se asocia con eventos tipo catastroficos. Mas precisamente, en soluciones
obtenidas por aproximaciones de tipo perturbativas, estos limites son considerados en algunas
ocasiones como tiempos de evento. En particular, para Teorias Hamiltonianas de Perturbacién,
estimaciones exponenciales para los limites de analiticidad aparecen en los trabajos clésicos
como por ejemplo de Nekhoroshev (Nekhoroshev, An exponential estimate of the time of
stability of nearly-integrable Hamiltonian systems, Russ. Math. Surv. 32 1).
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M

3.1.2. Integracion de la ecuacién diferencial con la Mayorante m
_ng)[1- )

T
Consideremos ahora el sistema auxiliar

& a §(to) =0

RIS

Andlogamente, dado que la ecuacién diferencial es a variables separables, podemos escribir

[1—”1 dfz[Mdt
1

r _@}

Entonces,

n& (t —to)

Despejando £ en funcién de t se obtiene

f(t)—;{li\/l—i—?n]erln {1_@—;0)] }

donde se debe tomar el signo menos, ya que al evaluar en t =ty £ = 0, por lo tanto

f(t)—;{1—\/1+2nMrTln [1_(75;’50)] }

El limite de analiticidad se obtendra igualando a cero el radicando:

MT (t—to)]
In|fl—-——"72
r n[ T

1+2n =0

Entonces, despejando, )
t—to=T [l — e TnAMT

Entonces, la solucién &(t) serd analitica (y en consecuencia las x‘(t)) en la regién

t—to<T [1 — e T

Esta funcién mayorante conduce a una estimacién del intervalo de analiticidad un poco mayor
que el obtenido con la funcién mayorante anterior.

Si la funcién f¢ no depende de t, tendremos que T — oo y la expresién para la regién de
analiticidad sera

r
t—t T[1—(1—7 (’)T—2)}
0= oy T O
r
L to< [T o)
0< g TOT)
Tomando limite para T" — oo obtenemos
t—tg < —
> onM

Un anélisis similar se puede hacer con el intervalo obtenido con la anterior funcién mayorante.
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4. Sistemas de Ecuaciones Analiticos en un Pequeno Parame-
tro

Consideremos ahora el sistema de ecuaciones diferenciales

d 4
d% = g'(z;t) +e fi(w;550)
at(t) = b, (t=1,2,...n)
El problema asociado a € = 0,
daf ¢
— = t);t
"0 = g (eo(t)1)
zh(to) = d, (t=1,2,...n)

es el denominado problema no perturbado.

Utilizaremos el subindice 0 de la siguiente manera: para zg se usa como solucién del problema
no perturbado. Y en £y como valor inicial en la variable .

A diferencia con lo planteado en las secciones anteriores, vamos a considerar o que el problema
no perturbado admite solucién analitica en la region

V4 0
lxg — ae] <1y, |t —to] <T
bi las funci E(xo; 1iti la regién |zt — ag| < r? i 1
0 blen que las tunciones ¢ (:Uo,t) son analiticas en la region |:U0 ag| < r, y continuas en la

variable ¢, en la regién |t — to| < T

Dependiendo de las hipétesis con las que trabajemos podremos encontrar soluciones para los
problemas con diferencias respecto a los intervalos de validez en el parametro €.

Supongamos que por algin método elemental podemos obtener la solucién para el problema
no perturbado, es decir, z5(t) = ¢, tal que
det

o =@, com o) =a  o=('6"...,0")

En adelante seguiremos trabajando con las funciones a:g. No debemos olvidar que estas son
funciones de t, no constantes de valor inicial (que hemos llamado ay)

4.1. Ecuaciones de Perturbaciéon

A partir del sistema de ecuaciones y la solucién del problema no perturbado, vamos a proponer
una solucién para el sistema una expresién de la forma

2t (t) = ah(t) + e af(t) + 2 ah(t) + - --

e imponer las condiciones que deben satisfacer las funciones xﬁ igualando érdenes en el para-
metro €. Partimos como base que la solucién para € = 0 fue obtenida a partir de un método
determinado.

Primero, calculemos la derivada:

dt  dt dt a
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Reemplazando en la ecuacién diferencial, tenemos

dat dat dat

%o , (1, 2973
dt dt dt
Entonces, desarrollando las funciones g* v f* respecto el pardmetro e obtenemos, para cada
funcién:

+oo=gmotexi+ema+ - st)veff(motexi+e2ma+ - 5e5t)

8gf i 895 i 1 82
L 2 -t 4 “t § 2 § : § : k

Ahora debemos hacer el desarrollo de Taylor para las funciones f!(x;e;t) respecto del para-
metro €

8f€ 8fé ; ;
fllaset) = fleoi0it)+eq 7=+ @[i’f{+2€x§+"'} +
J e=0
52 anZ anZ i k . .
- J J ...
+ 91 92 + a 927 Ok [a: + 2exq } [w + 2exy } +

s

14
+ Zai [ij—l—S-anj—i----}
- Oxi 2 3
e=0

Evaluando en € = 0 e igualando mismos 6rdenes en el pardmetro &, tenemos

dat

dito = g'(z03t)

dat dg’ ;

- Zafzj(xo;t):B{Jrff(xo;O;t)

d‘/l‘ig _ 824 kj afZ -0: ¢ fz S0:t J
i 28] xo;t a?Q—i- 28"38] afl—l—g(mo, ’)+zj:8xj(x0’ i) ]

da:ﬁl. ‘ dg" ;
W = 8 J($O7t)$¥n+F({II0,$1,“' 7xm—1;t)

Es decir, se va resolviendo en cascada: primero resolvemos la primera ecuacién, obteniendo xg.
Luego, introducimos esta soluciéon en la segunda ecuacién y obtenemos x1, y asi sucesivamente.
Tengamos en cuenta que al imponer que xé (to) = al. Entonces, para m > 1 se tiene

xfn(to) =0

Si bien el procedimiento se va haciendo cada vez més engorroso, nada impide -en términos
formales- de ir obteniendo cada término de orden superior.

Ademas, como £ toma los valores desde 1 a n, tenemos para cada xﬁl un sistema lineal

Cétedra: Matemdticas Avanzadas
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» Para z1(t) tenemos el sistema:

dxt 1 F) 1
| (et ghlwit) o got)| [l
d 2
| S (z0st)  Gh(0it) 99 (w0; t) Ty
d;’f 397; (xo3t) %(ﬂfo; t) ng (zo;t) Zy
» Para x,,(t), con m > 1:
dzl 1 1 1
27; %(xo;t) %(xﬂ;t) %(mﬂ;t) $}n Fnll(ito,xl,...,xm_l;t)
d% _ %(xo;t) %(l‘g;t) %($O;t) .7}7271 + F%(ﬂfo,l'l,--.,l‘mfl;t)
dgfn %(I’O;t) %(.’Iio;t) g%(xo;t) x:Ln F,?l(-%'o,-fl,...,aim_l;t)

Recordemos que los subindices indican el término asociado a la potencia en el pardmetro
e, el supraindice j a la j-ésima coordenadas y cuando no usamos contraindices es porque
estamos considerando la magnitud vectorial completa.

En la préxima seccion vamos a analizar la convergencia uniforme de los desarrollos
teniendo en cuenta que las funciones

g (z;t) + & f'(563)
son analiticas en las variables complejas x y £ y continuas en la variable (en principio

compleja) t.

4.2. Convergencia Uniforme de los Desarrollos en serie

Vamos ahora a analizar el comportamiento de las series (ahora series de funciones) para
la solucién del sistema de ecuaciones completo. En este caso, debemos tener en cuenta
que las series que estamos analizando son las definidas como

zt)=zo+ex; +2zp+ -
donde cada término es un vector de n componenetes. Ademds, para las funciones
g (zieit) + e fi(m;e3t)
vamos a suponer

e Analiticidad respecto a x y a &
e Continuidad respecto a t

Bajo estas hipotesis, vamos a considerar entonces que el sistema de ecuaciones diferen-
ciales podra escribirse como

da’ ’ . . o
D DI A Ce ) Gt AR G

J1,J25-+-Jnije
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para cada £ desde 1 a n.

Recordemos ademéds que cada factor

pero que al considerar funciones continuas en ¢ y no analiticas, los desarrollos de Taylor
no seran en t, sino en las coordenadas y el pequeno parametro, €.

4.2.1. Funcién Mayorante

De manera andloga a lo hecho para la obtencién de las funciones mayorantes en las
secciones anteriores, vamos a considerar -con las diferencias del caso- cotas superiores
para las funciones

g (se;t) +e fiz;et).

Sea M una cota comun para todas las funciones (es decir, para todos los £ = 1,2, ..., n).

A partir de un tratamiento similar podemos obtener que para el sistema de ecuaciones
diferenciales podemos definir el sistema auxiliar (con la funcién mayorante igual para
todas las ecuaciones)

axt . [X1+X2T+---+X” 4 5} {1 4 X1+X2T+---+X" n 5}
dat [1 _OXL4X2pog X0 g}
T e’
X ty) = 0, Xt =gt —af

Observando que todas las ecuaciones diferenciales tienen la misma funcién en el miembro
derecho, podemos definir (y reducir a una sola variable, como lo hecho anteriormente)

X X
ax _ [ s][enE g
dt [1—2f 2]
T £
X(to) = 0, Xt =" — af
Si redefinimos:

nX €
f="24 2
r €

podemos reescribir la ecuacién diferencial

dé Mre(1+¢)

g
i n (1-6) o) =5

Nuevamente, hemos podido reducir el sistema a una unica ecuacién diferencial que
ademas, es a variables separables.

La solucién de la ecuacién sera,

§+1:71 56_”M#

1>
25
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Para determinar el dominio de analiticidad debemos considerar el limite de analiticidad
de esta solucion, por lo que debemos resolver la ecuacion

(1+5,)2—45,e”M@ =0
3 £

cuya solucion serd

!
g=¢

_1 4 2en M i\/<1—2e”Mtf°)2—1]

Con el signo negativo tenemos una cota minima. Trabajando algebraicamente, podemos
obtener la cota de analiticidad en el parametro ¢,

t—t
1—\/1—eM="

le| <&
t—tg

1+\1—e M=

Las series formales para las soluciones del sistema convergen bajo esta ltima condicion
respecto del pardmetro €.
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