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1 Introducciéon

Este capitulo estarda dedicado a aspectos geométricos de los sistemas de ecuaciones diferen-
ciales. Por aspectos geométricos entenderemos relaciones que satisfacen las soluciones de un
determinado sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Hallar integrales de movimiento,
relaciones invariantes, como asi también estudiaremos las condiciones que deben satisfacer los
cambios de coordenadas para preservar determinadas cantidades o relaciones.

Para este propdsito introduciremos conceptos tales como grupo de transformaciones, transfor-
maciones uno paramétricas, grupo de difeomorfismos uno paramétrico y todo lo relacionado
a las soluciones de determinado sistema de ecuaciones, vistas como un flujo.

Finalmente, este estudio seré encarado desde lo particular hacia lo méas general, partiendo de
sistemas lineales, para luego estudiar sistemas mas generales.

2 Grupo de Transformaciones

Definicion. Una transformacion sobre un conjunto M es una aplicacion biyectiva de M en
M.
Con esta definicién podemos notar que

e f:R — R, definida como f(x) = 22 no es una transformacion.
e f:R — R, definida como f(x) = 2 es una transformacion.
e f:C — C, definida como f(z) = 2* no es una transformacion.

En el conjunto de transformaciones vamos a definir un producto f-g a partir de la composicién:

(f - 9)(x) = fg(x))

Dado que tanto f como g son transformaciones, podemos notar que con este producto, las
transformaciones de un conjunto en si mismo forman un grupo. En general, no conmutativo.

Definicion. Una funcion ¢ : G — H de un grupo en otro se denomina homomorfismo asocia
producto a productos en la imagen e inversa en inversa en la imagen. FEsto es,

o(f-9)=o(f)-olg), o(f ) = (e(f)

3 Grupo uno-paramétrico de Transformaciones

Un grupo uno-paramétrico de transformaciones es una aplicacion de los reales al grupo de
transformaciones, esto es:

t - g, con ¢g' una transformacién en el conjunto M

que satisface
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a) gt+s — gt . gs
b) g = (¢")7!

Notemos que a partir de la propiedad a), ¢° es la transformacién identidad.
En el contexto de las ecuaciones diferenciales, ¢ es el tiempo y ¢' es la evolucién temporal.

Como ejemplo, consideremos M = R y ¢' una traslacién por 3t, entonces
g'(z) =2 +3t

En cambio si el conjunto M es R y ¢' viene dada por
g'(z) = zcos(t)

no satisface las propiedades.

En el contexto de los sistemas provenientes de la dindmica tedrica, es comin denominar al
grupo uno-paramétrico de transformaciones g como flujo de fases, donde el conjunto M donde
actua el grupo se denomina espacio de fases. Ademds, variando el parametro t tenemos las
denominadas ¢rbitas o trayectorias.

4 Grupo de Difeomorfismos uno-paramétricos

Un difeomorfirmo es una aplicacién biyectiva donde tanto la funcién como su inversa son
diferenciables.

Un grupo de difeomorfismos uno-paramétricos es el grupo de transformaciones donde g*(z)
es un difeomorfismo, tanto en la variable x y en el parametro ¢.

5 Sistemas Lineales Homogéneos

Dado un sistema lineal homogéneo

dz

- =AW, Z(to) = Zo
La solucién del problema de valor inicial viene dada, como se ha visto
Z(t) = W(t, to) To, W(t,to) = Ut) U (to)

donde U(t) es la matriz fundamental.

Para este problema, definamos g¢ = W (¢, )
Notemos que

° gto = ‘I’(t,to) = U(to) U71<t0) =1
o gi2ght = W(ty + t1,t1)W(t1,t0) = Ulta + t1) UL () U(t1) U L(tg) = Pt + t1,t0) =
Uty +t1) U l(ty) = g2t

Como se ha visto, entonces, la evoluciéon temporal es el grupo uno-paramétrico de difeomor-
fismos. En este caso, la identidad estd asociada a g’ y no a ¢°, pero eso se debe a que la
condicién inicial se fija en tg y no en t = 0.

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016
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6 El Campo Velocidad de Fase

Con la definicién de flujo de fase, definido a partir del grupo de difeomorfismos uno-paramétricos,
vamos a definir el campo vectorial velocidad de fase.

Dado el conjunto M (en el contexto de la geometria de las ecuaciones diferenciales, este
conjunto debe tener una estructura de variedad diferenciable) y dado la transformacién gt
vamos a introducir el limite

) — ')

h—0 h

En virtud de la propiedad de grupo, podemos escribir

g"M(x) - gl (x)  ¢" X)) - [¢'x)] P [gHx)] —¢° 9" ()]

h h h

Si llamamos y = g'(x) podemos escribir

i gt (x) —g'(x) " (y) — ¢°(y)
11m =
h—0 h h

Con esta relacién, vamos a definir el campo velocidad de fase

thh(oy _ At
o) 1 £ =) d
h—0 h dt|,_,

[9"(x)]

Ejemplos. Consideremos el flujo de fase
g :RoR, g'z)=eMz

Calculando la derivada, tenemos

d
%gt (z) = AeMz

Entonces, evaluando en ¢ = 0, como plantea la definicion, tenemos

v(z) = M2, —  w(z) =z
Consideremos ahora, el flujo de fase definido en R?
¢ (x\ [ cos(t) sin(t) x
I \y) =\ sin(t) cos(t) y
d y(xz\ _ (—sin(t) cos(t) x
at? y) \—cos(t) —sin(t) Yy
Evaluando en t = 0, tenemos finalmente

vy (0 1 T . Vp =Y
vy) \—1 0 y)’ vy = —x

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016

Derivando, tenemos
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7 Flujo de Fase como Solucién de Ecuaciones Diferenciales

Si consideramos un punto particular de M = R", llamémoslo %y y sea la transformacién
p(t) = g'(Zo)
Entonces podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema. La funcion p(t) definida como

es solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

dr
E—U(x)

con condicion inicial p(0) = Zp.
En efecto, consideremos

o(t+h) — (1)

/ = 1. = 1. g 1 = vl 17
(t) B0 h B0 h B0 h o)
Entonces,
di
d—f = 9(Z), con la condicién, ¢" (%) = Id(Zo) = %o

Con este resultado, a cada difeomorfismo uno-paramétrico podemos asociar un problema de
valor inicial, y viceversa.

Definicion. FEl flujo de fase de la ecuacion diferencial % = U(Z) es el grupo de difeomorfismos
uno-paramétrico para el cual U es el campo vectorial velocidad de fase.

Ejemplo. El flujo de fase del sistema

__dz
(%7 dﬁfy
— 9y _ _
Uy = =7

Es el grupo uno paramétrico de rotaciones de dngulo ¢ en el plano zy.

g = < cos(t) sin(t)>

—sin(t) cos(t)
Miés atn, si z(tg) = o e y(to) = yo, la 6rbita vendra dada por
<£L‘(t)> ¢ <ZL‘0> ( cos(t) sin(t)> (3:0) x(t) = o cos(t) + yo sin(t)
= g = . y o .
y(t) Yo —sin(t) cos(t)) \yo y(t) = —zo sin(t) + yo cos(?)
La manera de obtener la expresién del flujo de fase es resolviendo las ecuaciones diferenciales.

Este capitulo aporta aspectos vinculados con la geometria, pero no elude de manera alguna
la resolucion de los sistemas por los métodos que ya hemos estudiado.

Ejemplo. Encontremos la expresion del flujo de fase para la ecuacién diferencial

v(x) =22,  con condicién inicial en t = 0

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016
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Dada la separabilidad de la ecuacién, podemos resolver trivialmente

1 1
——=t+C, — (C=-—
X Zo

Con lo cual, el flujo de fase es el difeomorfismo uno-paramétrico

T
z(t) = g'(z0) = [

8 Transformaciones Diferenciables sobre Vectores y Campos

Vamos a estudiar ahora la accién de funciones diferenciables aplicadas a vectores y a campos
vectoriales.

Para realizar este estudio, consideremos dos dominios M y N de espacios vectoriales. Con-
sideremos un vector ¢ aplicado en un punto x. Este punto ademds pertenece a una deter-
minada curva, donde ¥ es el tangente en ese punto particular. Consideremos una aplicacién
f: M — N. Esta aplicacién transforma la curva (transformando cada punto) en otra curva
en el conjunto N. En particular, el punto x lo transforma en N al punto y = f(x). De la
misma manera, a cada punto de la curva ¢(t) transformara en la curva f(p(t)).

Denotemos con fx, «(¥) al vector en N, transformado de .

to t

La imagen del vector ¥ bajo la transformacién f es el vector velocidad con el que se mueve el
punto f(¢(t)) lleva al punto xg que es ¢(ty) cuya velocidad es el vector .

Considerando que la funcién f es diferenciable en x¢ podemos calcular fx, «(7) a través de

d d

fxo (V) = — fle(t), con ¢(tg) = xo, -

p(t) =
dt t=to

t=to
Observaciéon. No suponer que la derivada termina dando un ntimero, ya que el resultado debe
ser el vector en N. Si M = N = R? tendremos que f(z,y, 2) = (fi(z,y, 2), fo(x, 9, 2), f3(z,y, 2))
Ofi  9f  Ofr
Oz 8}/ 0z
fxo+(¥) = Df(x0) - ¥, donde Df es el Jacobiano de f, Df = % 95 %

T 0
ofs  ofs ofs
oz Oy 0z (20,Y0,20)

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016
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Definicion: El Espacio Tangente. El conjunto de los vectores velocidad en un punto dado
xo de movimientos que llevan X a través de una parametrizacion ¢(t) es un espacio vectorial,
que posee la misma dimension que el espacio por donde se lleva a cabo el movimiento, M.
Este espacio se denomina espacio tangente a M en el punto xo y es denotado Tx, M.

Definicién. El operador lineal fx,« es denominado derivada de la funcion f en el punto Xg.

Ejemplo: La funcién de Whitney (funcién cispide). Consideremos la funcién del plano
en si mismo:

fla,y) = (° +zy,y)
hallemos el conjunto de puntos del plano para el cual el operador lineal derivada fx« es
degenerado y transformemos por f dicho conjunto.
Primero obtengamos el Jacobiano de f que sera la expresién en componentes de la derivada.

b= [0 ]

La transformacién serd degenerada cuando el Jacobiano tenga determinante nulo, por lo que
el conjunto del plano donde hay degeneracién serd y = —3xz2.
Al transformar este conjunto a través de f, tendremos (llamando al plano transformado

uv),

w=—22% v= Y
Como la condicién es que y = —3x? podemos relacionar v y v eliminando la variable z, donde
obtenemos
3 2 u? v
u=—2r v=—-3x - —+—==0
’ ’ 4 27
Ya oA
f
_— T
% I
y= 73x2 % %:

Notemos que si bien la funcion f es diferenciable esta produce, para el conjunto de degen-
eracién de la derivada una estructura de cispide. Este aporte de H. Whitney se generaliza
diciendo que toda funcién proxima a f tiene una singularidad de cispide cercana al origen.

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016
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Observacion. Las estructuras de espacio tangente pueden ser definidas sin necesidad de am-
bientarla en R™. Como se ha mencionado -sélo mencionado- la estructura ambiente necesaria
es la de variedad diferenciable.

Definicion. Un vector tangente a un dominio M en el punto Xg es una clase de equivalencia
de movimientos suabes ¢ : R — M para los cuales p(tyg) = Xo. La equivalencia ¢ = i es
definida a partir de la siguiente condicion: la distancia entre los puntos p(t) y ¥ (t) en algin
sistema de coordenadas es de orden O(|t — tgl).

9 Accién de Difeomorfismos sobre Campos Vectoriales

Definicion. Un campo vectorial ¥ es definido en un dominio M si para cada punto X tiene
asignado un vector X € Ty M, dependiendo suavemente con en cada punto de M.

Sea g el difeomorfismo de un dominio M en N. La imagen g.(¥) del campo ' en M el el
campo W en N definido por la férmula

Ejemplo. Consideremos en R la transformacién lineal g(x) = axz. Consideremos el campo
vectorial v = 1. Entonces,

w(y) = g«(v) = Dg(x)v = av

En el caso unidimensional, podemos notar que la cuenta para aplicar el difeomorfismo a un
determinado campo es

ge(0) = 2-(g) v =05 (9

Es por esta razén que cominmente se denota al campo vectorial (en el caso unidimensional,
todavia) v como

. 0
’l} — U P—
ox
De esta manera, al aplicar un difeomorfismo haremos
0

9:(v) =v- 5-(9)

Esta notacion es consistente para la reescritura de los campos a partir de la aplicacién de un
difeomorfismo: En el ejemplo dado, en el que el campo era v constante, y que el difeomorfismo
g = ax (es decir, y = az) tendremos

Este ejemplo no es mds que un cambio de coordenadas, y = az, y la "base” 5 se transforma
segun la regla de la cadena conocida
0 0 0 0 0

=——=0"=— — UV =QaV  —

dx  d(y/a) dy ox dy

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016
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En este caso, el difeomorfismo del ejemplo no es otra cosa que un mero cambio de coordenadas.

Ejemplo. Consideremos el difeomorfismo y = e*. Consideremos el campo vectorial

veva) L og L
N or ° Ox
Entonces, la accién del difeomorfismo resulta
oe”
* = - —_— pr 1
g+(v) = v(@) - - n(y)y

r=In(y)
Esta aplicacion es consistente con la regla de la cadena

0 0 0

ox ~ o(n(y) 7 ay
Entonces, el campo se reescribe

0 0 0

x'%zln(y)'mzln(y)y'@

Otro Ejemplo. Consideremos ahora un campo en R? #(z,y). Consideremos el difeomor-
fismo g = (f1(z,y), fo(z,y)) = (u,v) Entonces, la expresién para g.(7)(x) serd

9+(U(,y)) = Dg(up) - ¥(u,v), con z =z(u,v), y=y(u,v) por inversién

Entonces,
) 0
Wy = 67]_;1 Ux(x(ua U)v y(u7 U)) + 8{; Uy(a:(u, U)’ y(u’ U))
Ofs 0fo

Wy = o v (x(u,v), y(u,v)) + 37y vy(x(u,v), y(u,v))

9.1 Generalizacién del concepto de base para campos vectoriales

Vamos a generalizar la notacién sugerida para campos vectoriales. Si (z!',z%, ..., 2") es un
sistema de coordenadas en R™, entonces la base para campos vectoriales son denotadas (para
componentes en las direcciones de los ejes cartesianos)

g_{ 2 9 9 9
0zt 9227 9x3 T Qan
Entonces, un campo de coordenadas v', v?, ..., v" serd denotado
0 0
-1 2 3
Tsv g T g T g T g

De esta manera, la aplicacién g, (?) queda definida, para g : R" — R™

. . m 9 m n Va m 9

v=1

donde 8§U es la base en T, g(x)N .

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016
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10 Cambio de Coordenadas

Uno de los aspectos maés relevantes en la geometria de los sistemas de ecuaciones diferenciales
(cuya representacién son campos vectoriales) es el uso de cambio de coordenadas.

Los campos vectoriales definidos a partir de sistemas de ecuaciones diferenciales son de la
forma, para el caso de un sistema auténomo:

i
Z_F
5 = @)

Este elemento yace en el espacio tangente TzR"™ que por su propia estructura es su propio
espacio tangente (el espacio tangente a R™ es el mismo espacio).

Sin embargo, dada las simetrias posibles con las que nos encontramos en diversos problemas
de mecénica (por citar alguno de los ejemplos) las coordenadas cartesianas no son las mas
adecuadas, a la hora de procurar el flujo de fase, o solucién del problema.

Por tal motivo, es necesario aplicar la teoria presentada para que los cambios de coordenadas
estén enmarcados en la teoria de la accién de difeomorfismos sobre campos.

Es mas: podemos tener cambios de coordenadas que reparametricen el mismo espacio, por
caso el uso de coordenadas polares

x=pcos(f), y=psin(0),

o podemos encontrarnos que el problema posee una restriccion que el radio permanece con-
stante, por lo que el cambio de coordenadas sera

x=acos(f), y=asin(d), a fijo

Si bien ambos cambios se basan en pasar a polares, en el primer caso, ambos espacios poseen
la misma dimensién (con espacios tangentes diferentes, para cada punto), pero en el segundo
caso, la variedad del problema, dada la restricciéon a = constante, tiene un espacio tangente
con dimensién 1 y no 2, como R2.

De la misma manera, podemos notar que
x =1 cos(¢) sin(f), y=rsin(¢p) sin(d), z=r cos(d),

no es la esfera, sino conforme variamos los pardmetros r, ¢, § tendremos todo R3. En cambio,
x = a cos(¢) sin(f), y=asin(ep) sin(f), =z = a cos(f),

si es la esfera de radio a. En este caso, el espacio tangente tendra dimension 2, y en el anterior,
3.

Como nuestro interés estara centrado en las ecuaciones diferenciales, vamos a estudiar los
cambio de coordenadas sélo para el estudio de ecuaciones diferenciales. Los aspectos de la
geometria diferencial, si bien son interesantes, lo dejaremos para otro material.

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016
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10.1 Cambio de Coordenadas en Ecuaciones Diferenciales

Sea W € N la imagen del campo vectorial ¥ en M bajo la acciéon del difeomorfismo g, g :
M — N. Esto es,

W= g.(?)
Bajo estas hipdtesis, tenemos el siguiente resultado:

Teorema. FEl sistema de ecuaciones diferenciales

di
di; — (@), FeM
y el sistema
dy
-y e N
o = 0w ]

son equivalentes en el sentido de que si p(t) es una solucion del primero, g(¢(t)) es una
solucion del sequndo, y viceversa.

Esto significa que dado el cambio de coordenadas § = ¢g(¥), invirtiendo y obteniendo Z como
funcién de g transforma la primera ecuacién en la segunda. Lo mismo ocurre, de la segunda
ecuacién, poniendo ¢ = g(Z) pasamos de la segunda a la primera.

La demostracion es inmediata: Consideremos

(9o @) = Dg =2 = Dy = g.(¥) = @(y)

dt

Entonces

El cambio de coordenaxdas vendra dado por la simetria del problema.

Ejemplo. Consideremos el sistema

T =y

= —x

Si pasamos a coordenadas polares, x = p cos(f) y y = p sin(#). La forma més artesanal es
calcular, a partir del cambio de coordenadas:

i = pcos(h) — psin(0)0 = p sin(6)
——
y

y = psin(d) + pcos(6)§ = —p cos(h)
—

Resolviendo el sistema en p y en 6 obtenemos

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016
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Es més interesante (y mas sencillo tal vez) aplicar el difeomorfismo y las bases de los espacios
tangentes: Veamos, El difeomorfismo g viene definido como ¢ : R? — R x [0, 27] a partir de

g(z,y) = (r,0) = (/22 + y?, arctan (%))

Apliquemos ahora el g, al campo vectorial ¥(Z) = [—yx}

Entonces, aplicando el difeomorfismo al campo, tenemos

x Y
(7)) — L7 — 24y 22| | Y| = 0 = 2 2
s[5 2] [1]- [0 oo

- 2 +y2 2 +y2

que produce el sistema de ecuaciones

cuya solucion, es,
p(t) =po, O(t) =6 —t

retornando a las variables cartesianas, tenemos como solucién

(t) = po cos(fo — 1), y(t) = po sin(fo —t)

Otro Ejemplo. Consideremos ahora el sistema
i o= yra(l-a®—y?)
j = —z+y(l—a®—y?)
Si queremos expresar el sistema en coordenadas polares, aplicamos el mismo difeomorfismo que

en el ejemplo anterior, asi que la aplicacién del g, se efectiia con la misma matrix jacobiana,
entonces,

g«(U) = [\/ﬂcjjyhy2 \/:vgﬂ/z] . [94‘35(1_332 - 4% ]

_ o2 2
_x2+y2 x2+y2 $+y(1 T y )

Haciendo el producto, resulta facilmente

Entonces, el sistema en polares resulta

po= p(l—p)
6 — —1

Cuyas soluciones son, a saber

(&
t) = c——
p(t) e
0(t) = 6p—t

Podemos notar que la curva lim;_, o, p(t) = 1. Esta curva se la denomina ciclo lémite. También
este efecto se lo conoce como atractor.

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016
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11 Accién de Difeomorfismos sobre Campos de Direccién

La aplicacién de cambios de coordenadas para campos vectoriales del tipo (Z) puede ser
extendida para los denominados campos de direccién.

Los campos de direccién son tratados como si fueran campos vectoriales, pero en espacios
mé&s generales. A ver, un problema plano puede considerarse como
dx
— = (&
5 = V(@)
Ahora bien, este campo vectorial nos provee en cada punto  un vector en Tz),.

Si tuviéramos un problema no auténomo, por ejemplo,

ij—f =v(x,t)

podriamos visualizar en el plano tx en cada punto una direccién tangente. Es decir, en cada
punto (tg, o) tendriamos un nimero denominado pendiente de la tangente %(to, xg). Lo que
implica es que en cada punto tenemos definida una pendiente de una recta tangente.

Esto es lo que se conoce como campo de direccion.

Con esta definicion, podemos extender el alcance de la aplicacién de difeomorfismos a campos
de direcciones. El andlisis es completamente andlogo, donde ahora en la variedad M o N
podemos considerar que una de las coordenadas es el t.

Teorema. Bajo la accion de un difeomorfismo g : M — N las curvas integrales del campo
de direccion original en M se transforman en las curvas integrales del campo de direccion en
N.

Como vemos, es en esencia el mismo teorema de accion de difeomorfismos.
El teorema plantea que para resolver la ecuacién diferencial

dzx

E = U($,t)

es necesario construir (o proponer, dada la simetria del problema) un difeomorfismo para que
en las nuevas variables la ecuacién sea integrable de manera elemental.

Ejemplo. Consideremos la ecuacién diferencial

2 —t2
Xr = ————
x2 + 12
Hallar un difeomorfismo tal que en las nuevas variables, la ecuacion diferencial sea separable.

Solucién. Como la ecuacién diferencial es homogénea (repasar los métodos elementales de
resolucién). Podemos definir el cambio de variable y = % Es decir, el difeomorfismo serd

olt.7) = (t.2) = (t,y)

Catedra: Matemdtica Avanzada Ano 2016
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Aplicando g, al vector direccién, tenemos

. 1 0 1
I
z 2 2412

Escribiendo en las nuevas variables, tenemos

) 1 0 1
9*(17$)== [1 1 }' 1—y?
Y —13/2 1+fZ2

Con lo que obtenemos las ecuaciones para el campo de direccién en las nuevas variables (¢, y)

. o1 11—y
t=1, y=7v [1—y1+y2}

La ecuacion t = 1 es complementaria, la ecuacion diferencial no trivial es la segunda, la cual
queda a variables separables.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion diferencial
TH+x=t
El cambio de variables dado a partir del difeomorfismo

g(t,z) = (t,(x —t = 1" = 1) = (t,y)

Lleva la solucién del problema original a la recta y = constante. Para comprobar esto, sélo
es necesario reescribir el sistema de ecuaciones para ver cémo queda en las nuevas variables.
Un problema mas interesante es el de encontrar el difeomorfismo para el cual en las nuevas
variables la solucién, en las nuevas variables, son rectas horizontales. Este procedimiento se
denomica rectificacion.

Ejemplo de rectificacion. Consideremos la ecuacién diferencial
T=2x—4
Notemos que la solucién general se puede escribir (es una lineal)
r=24a th, a = constante
Entonces, el cambio
(te) = (LE=-2e ™) =(ty)

N——

a=constante

lleva al plano ty en el que las soluciones son rectas horizontales.
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12 Accién de Difeomorfismos sobre Flujos de Fase

Para completar esta exposicién introductoria de temas, analicemos cémo operan los difeo-
morfismos sobre los flujos de fase, propagadores temporales de los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Consideremos el grupo de difeomorfismos uno-paramétricos { g M — M } y sea f un difeo-
morfismo f: M — N.

La imagen del flujo g' por la aplicacion del difeomorfismo f es el flujo de fase ht : N — N
donde

ht:fogtoffl.

Observacién. Los flujos g* y h! son equivalentes ya que corresponden a la misma ecuacién
diferencial, escrita y resuelta en diferentes variables.
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