Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias No Lineales

Estabilidad Lineal



Notas de Clase Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

1. Introduccién

En este material vamos a considerar sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, esto es,
problemas de valor inicial de la forma:

dxl
dt fl(Xa )
dxg
dt fQ(Xa )
dxn.
== alxst)

ademads, consideraremos que las funciones f; son analiticas en un determinado dominio, de
manera tal de que podamos aplicar el Teorema de Cauchy.

En particular, diremos que el sistema es autdnomo si las funciones no dependen explicitamente
del pardmetro t.

dxrq

7 Hi(x)
dx

ath = fa(x)
da:n. -
= )

En textos cldsicos, es comin encontrarse con la notacién

dx dzo dxy,

h(x) - fa(x) fn(x)

Dado que las funciones son analiticas, es posible construir las series formales, o, a partir de
un criterio de truncamiento, los desarrollos asintéticos.

Consideremos algunos ejemplos.

El Péndulo Simple. Dado un péndulo de longitud I. Sea x el angulo respecto de la vertical.
Sea y la velocidad angular. Entonces, el sistema de ecuaciones diferenciales que describen el
movimiento de la particula sera:

do
dt
dy
dt

=Y
= —% sen(x)
donde ¢ es la aceleracion de la gravedad.

El Problema de Predador Presa de Lotka-Volterra. Consideremos un sistema ecolégico
compuesto por dos especies, por ejemplo, zorros y conejos en un determinado espacio. Sea x
la cantidad de conejos e y la cantidad de zorros. El sistema de ecuaciones diferenciales que
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describen la dindmica poblacional en la region del espacio donde sélo hay zorros y conejos
sera

dx

n axr—bxy
d
d—’z = —cy-+dzy

donde consideramos a, b, ¢ y d nimeros reales positivos.

Ecuaciones de Euler del Cuerpo Rigido. Dado un sélido con momentos principales de
inercia I, I e I3, el sistema de ecuaciones diferenciales para la evolucion rotacional respecto
a los ejes principales de inercia, sera

dw1 IQ — Ig
- = N
ar 7 wa w3 + IVp
da)g Ig — Il
2 = N-
It T w3z wi + Vg
do.)g Il - 12
2 = N
dt I3 wiwa N

Donde Ny, No y N3 son las componentes del torque externo.

Especies Competidoras. De la misma manera con la que analizamos el modelo predador-
presa podemos estudiar el problema en el cual dos especies compiten por el mismo alimento
(esto puede ser también llevado al contexto de la economia, por ejemplo)

El sistema de ecuaciones que modeliza este problema es

i r(ei—o1x—a1y
& _ (eg — 02y — a2 x)
It yle2 2Y 2

donde los pardmetros €1, €2, 01, 02, a1, g son todos positivos.

En el caso en que las especies no compitan por alimento, oy y a9 serdn nulas, y para cada
especie tendremos ecuaciones diferenciales desacopladas

d

d—i = z(e; —o12)
T
dr yle2 — o2y

Las cuales se llaman ecuaciones logisticas y las cuales modelizan la evolucién de una especia
en un determinado ambiente.

Salvo lo referido a la construccién de las series formales, o las iteraciones para hallar las
aproximaciones mediante el método de Picard, no hay una teoria respecto a la construccion
de las soluciones.

Sin embargo, se ha desarrolado teoria en aspectos cualitativos de los sistemas no lineales.
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2. Estudio de Sistemas en R?

Si bien la teoria de sistemas no lineales es general, el caso para n = 2, es decir, sistemas en el
plano R? tiene un particular interés debido a que la posibilidad de graficar las soluciones -o lo
que consigamos- permite una visualizacién y posibilita una mejor comprensién del problema.
Entonces, en lo que sigue consideraremos sistemas no lineales (y auténomos) de la forma

dx

> p

o (z,y)
dy

a Q(z, y)

2.1. Integrales Primeras

Si a partir del sistema, multiplicamos la primera ecuacién por Q(z,y) y la segunda ecuacién
por P(z,y) y restamos ambas ecuaciones, tenemos

dy

~ -0
dt

d
—Q(:c,y) d;: + P(.%',y)

El lado izquierdo de la expresién puede verse como la derivada total respecto del tiempo de
una, por ejemplo, funcién H (z,y). En efecto,

gy OH o OH dy
dat” ' ox dt Oy dt

Identificando los términos, tenemos

oOH

Qz,y) = -
OH
Pz, = —
(z,9) ay

Con lo que resulta
dH OH dxr OH dy

it~ oz dt oy dt

entonces, tenemos una integral primera H (x,y) = cte y reescribiendo el sistema de ecuaciones,

=0

de OH
at — dy
dy OH
dt Oz

Que, si x hubieran sido coordenadas, y momentos y H la funcién Energia Mecénica (Hamil-
toniano) las ecuaciones obtenidas se denominan ecuaciones canénicas de Hamilton.

Claramente, antes que nada hay que comprobar que

OP(z,y) N 2Q(z,y)

Oz oy =0
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ya que debe ser una ecuacién exacta.

Este abordaje es muy introductorio pero permite vislumbrar un método para estudiar sistemas
de dimensiones mayores a 2. El trabajo con el sistema de ecuaciones para encontrar integrales
primeras dié lugar a la teoria denominada geometria simpléctica que relaciona integrales
primeras con aspectos geométricos (dreas, volimenes, etc). Henri Poincaré hizo aportes muy
relevantes en esta materia.

El estudio de los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales abrié paso a una disciplina
especifica denominada Sistemas Dindmicos.

Los sistemas dindamicos pueden ser continuos (ec. diferenciales) o discretos, los cuales son
llamados mapeos.

3. Producto Directo

En ocasiones podemos encontrarnos con ecuaciones diferenciales desacopladas

dx
E = f(ﬂ')), T € U1
dy
XY _ U

Cada ecuacién podria haberse tratado como un problema en la recta real (U; C R, Uy C R).
El producto directo es considerar x e y como parte de un plano (plano de fases) con la
particularidad de que el sistema estaba desacoplado.

Lo que el producto directo fuerza es que la curva solucién, para determinado problema de
valor inicial, tendra un dominio en la variable independiente ¢ tanto para z(t) como para y(t),
que consideradas las ecuaciones por separado esta imposicién no existiria.

Para este caso bidimensional, la integracién del sistema, al menos formalmentes es trivial,

1

mda; = dt

1
——dy = dt
9(y)
Llamando zq e yo a las condiciones en t = ty podemos escribir las soluciones
o1
2o f(@*)
1

Yy
dy* = t—1
/yo 9(y*)

0, equivalentemente, debido a la igualdad,

Tl —/yldy*JrK
wo (%) v 9W*)

dz* = t—to
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y la variable ¢ queda eliminada. Esta es la expresién de la curva integral F(z,y) = 0.

La idea de producto de directo permite reolver sistemas acoplados de manera mas sencilla.
Veamos el siguiente ejemplo.

Modelo Predador-Presa de Lotka-Volterra.

Ya hemos presentado el sistema que describe la poblacién de dos especies de tal manera que
una se alimenta de la otra, por caso, el problema de zorros y conejos. El sistema de ecuaciones
diferenciales es

o _ 4
a ax xy
d

d—gt/ = —cytexy

donde x son las presas e y los predadores. Ademsds, a, b, ¢, e son reales positivos.

Si hacemos el cociente de ambas ecuaciones, podemos escribir

dy  ylex —c)
dr  z(a—by)
que es a variables separables,
(a —by) dy = (ex —c) dx
Y x

el cual es de sencilla resolucién
aln(y) —by=ex—cln(z)+ K

0, equivalentemente,
fi@) + foly) =C

fi(z) = ex — c In(z), f2(y) = by —a In(y)

Ademids, dado que todos los nimeros a, b, ¢, e son positivos, tendremos que las curvas de nivel

fi(@) + foly) = K

son cerradas. Mas atn, el punto P (5, %) sera un punto fijo del sistema, ya que si inicialmente

ponemos una condicién inicial en ese punto, la derivada serd nula, por lo que ese punto sera
denominado punto critico.

Podemos notar que no hemos resuelto el sistema, es decir, no hemos obtenido x(t) e y(t),
pero la informacién cualitativa que hemos obtenido nos permite determinar periodos, ciclos
ecolégicos, etc.
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La figura muestra curvas de nivel para la funcion
F($7y) = f1($) + fQ(y) = 0,61’ - 078 ln(‘/E) + 076y - 0a8 ln(y)

Los colores mas claros indican mayores valores de C. Se puede apreciar que conforme x e y
se acercan a P (1,3333,1,3333) la funcién se acerca al minimo.

Esto indica que para estos valores particulares de a, b, ¢, e nunca desapareceran ni los preda-
dores ni las presas.

4. Puntos Criticos. Estabilidad Lineal

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales
dzt B
T
Luego analizaremos la particularidad de n = 2, pero por el momento se puede hacer la teoria
general.

fi(x), £=1,2,...n

Consideremos un punto x. tal que
ff(xe) =0, (=1,2,...,n

podemos notar que si consideramos como condicién inicial xg = x. el sistema evolucionars en
el tiempo sin cambiar las cantidades z¢. Estos puntos se denominan puntos criticos.

Si las funciones son analiticas, o en el caso de funciones reales, diferenciables, podemos hacer
un desarrollo de Taylor alrededor del punto x.

Fix) = f(x )+i8ff€(x ) (@ = al) + O(||lx — xc|*)
C T C c C

es 0

Fe~) 55
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A partir de este andlisis, consideremos las nuevas variables

det dat
4 4 4
= — s e _— e —
S=a at  dt
Con lo cual podemos obtener un sistema de ecuaciones diferenciales
%3 e
— = ——(x
dt = 0w ¢

que no es otra cosa que un sistema lineal.

Lo que es importante enfatizar es el hecho de que las variables £ miden la diferencia de la
coordenada f—ésima de x respecto a la {—ésima coordenadas del punto critico. Es por esta
razén que estas ecuaciones se denominan ecuaciones variacionales.

Las ecuaciones variacionales -en este contexto- son las ecuaciones diferenciales que describen
la posicion relativa al punto critico. Entonces, si £ = 0 estamos en el punto critico, no en el
origen.

Las ecuaciones variacionales serdan, entonces,

Donde D es la matriz Jacobiana de las funciones f, evaluadas en el punto critico.

4.1. Exponentes Caracteristicos. Analisis de Estabilidad Lineal

El estudio del sistema lineal )
€] = [D] - [¢]

ya se ha efectuado, debido a que es un sistema lineal y homogéneo.

La solucién del sistema es
(1)) = P10 [g]

En particular, si la matriz Jacobiana es diagonalizable, tendremos
£(1)] =Pt P[5
donde A es una matriz diagonal.
Pl [6(t)] = M P[]
Llamando [n] = P~! - [¢] tenemos
()] = =) [ng]

O, para visualizar mejor,

n'(t) = ngeMtro
PO = o
i) = npetnio)
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La estabilidad estéd asociada al valor de los exponentes A1, Ao, ..., Ap

Si una coordenada 7’ tiene asociado un exponente Aj positivo, crecerd indefinidamente, por
lo que conforme pasa el tiempo ¢, la coordenada se aleja de la coordenada j—ésima del punto
critico. Claramente, los A’s positivos nos hablan de inestabilidad.

Los \; negativos hacen que conforme pasa el tiempo, tendremos que lim;_, 7 (t) = 0. Por lo
que se acercard indefinidamente al punto critico.

Si Aj es imaginario puro, habra variaciones periédicas en la coordenada j—ésima.

4.1.1. Estabilidad Lineal en el Plano

Con el objeto de visualizar la estabilidad a partir de la linealizacién, analicemos el problema
en el plano.

dx

dy
= = g9(z,y)

Si (2, yc) es un punto critico, es decir, que se cumple

f(J:vaC) = g(xw yc) =0

linealizamos y obtenemos, para las ecuaciones diferenciales variacionales

d  of of
a - 8.'17 (xC7yC>€+ ay (xcayC)n
dnp _ 9g 9
P O (xcayc)g + 8y (xc,yc) n

Si asumimos que la matriz es diagonalizable, en la base de autovectores, tendremos que la
solucion del problema se puede escribir:

gt = gen'
W) = e’

Si el sistema es en el R?, los casos posibles son

= A1, A2 € R ambos positivos. El punto sera inestable, ya que se aleja indefinidamente del
punto critico.

= A1, A2 € R ambos negativos. El punto serd estable, ya que se acerca indefinidamente del
punto critico.

= A, A2 €R, con A1 - A3 < 0 el punto se denomina punto silla, y es inestable.
= A1, A2 € C, con A\ = \o, es decir, complejos conjugados. En este caso, puede suceder:

e )\ v Ao imaginarios puros, con lo que tenemos una oscilacién alrededor del punto
critico.
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e )1 v Ay con parte real iguales y positivas. En este caso se aleja de manera espiralada.
Punto Inestable.

e )\ v A9 con parte real iguales y negativas. En este caso se acerca al punto critico
de manera espiralada. Punto Estable.

En el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales que preservan medida (como los sistemas
mecanicos conservativos), se debe cumplir

AM+X=0
Entonces, los tinicos casos posibles son
= A\, A2 € R. Punto Inestable. Punto Silla.

m A\ =iw y A9 = —iw. Punto Estable. Centro.

5. Ciclos Limites

Otro caso de estabilidad son los conjuntos denominados ciclos limites o atractores.
Un ciclo limite serd una curva a la cual tienden todas las curvas soluciones, independientemente
de las condiciones iniciales.

Ejemplo. Analicemos el siguiente problema en el plano: Consideremos el sistema
i = y+ar(l—a®—y?)
j = —x+y(l—a®—y?)

Expresado en coordenadas polares, el sistema toma la forma:

po= p(1=p?)

0 = -1
Cuyas soluciones son, a saber
O a—
= c
P V14 c2e?
0(t) = 6p—t

Podemos notar que la curva lim;_, p(t) = 1. Esta curva es un ciclo limite, ya que indepen-
dientemente de ¢ y 6y, todas las curvas tienden a p = 1 para t — co.

5.1. El Oscilador de van der Pol

Un ejemplo de ciclo limite aparece en la teoria de circuitos en un trabajo del ingeniero holandés
Balthasar van der Pol, el cual obtuvo que la corriente para un circuito triodo, el cual consta
de un cétodo, un 4nodo y un tercer elemento que es una rejilla que regula (amortigua) el flujo
de electrones que fluyen desde el catodo hacia el anodo.

La ecuacién que van der Pol obtuvo fue
d?I

dl

dt
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Llamando 2 = I e y = & = I tenemos el sistema:

T =y

) = —wtp(l-a?)y
5.2. La Ecuacién de Lorenz. Atractor Extrano

Uno de los ejemplos donde aparece la idea de sistema cadtico es el denominado ecuacion de
Lorenz

dx

a a(y — )

dy

o = x(b—2)—y
dz Ty — C2

a —

Si bien este sistema aparece en problemas de dindmica de la atmdsfera, las ecuaciones de
Lorenz aparecen en problemas de circuitos eléctricos, ldsers, etc.

Atractor Extrano. Esta idea aparece debido a que el ciclo limite no es una curva, sino un
conjunto denominado fractal.

6. Dependencia con Condiciones Iniciales. Estabilidad en el
sentido de Liapunov

El concepto de estabilidad lo precisé el matematico ruso Alexandr Liapunov, el cual carac-
terizé a la estabilidad de un determinado sistema de ecuaciones diferenciales a partir de su
comportamiento con las condiciones iniciales.

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales

dzt 1
I = f(x)
da? o
- fo(x)
dm": "
at = f"(x)

Para este sistema de ecuaciones diferenciales, consideremos dos problemas de Cauchy, uno con
condicién inicial x(tg) = xg y otro con condiciones iniciales y(ty) = yo. Bajo las condiciones
del Teorema de Cauchy, tendremos dos soluciones tinicas:
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Liapunov caracterizé la estabilidad de un determinado sistema a partir del estudio de la
evolucién temporal de la funcion diferencia

d(t) =x(t) —y(?)

Definicion. Estabilidad de Liapunov. Una solucion del sistema

dxt

dz?

I = fQ(X)
dx”: "
- ™

se dice estable en el sentido de Liapunov si Ve > 0 existe un 6(¢) > 0 tales que
x(t) =y ()|l <&,  siempre que  [[x0 = yol| <&

para todo t > tg.
y(t) es una solucién del sistema con condicion inicial y(to) = yo

La eleccion de la norma es arbitraria y dependera del problema bajo anélisis.

Si el problema tiene un punto critico x. y desarrollamos las funciones hasta el primer orden
tenemos que coincide con el andlisis lineal de la estabilidad.

Definicion. Estabilidad Asintética de Liapunov. bajo las condiciones de estabilidad de
Liapunov, si ademds se cumple que

Ii t)—y@®)|| =0

Jim [|x(t) — y ()]
se dice que la solucion x(t) es una solucion asintdticamente estable.
La definicién de estabilidad asintética también se aplica al caso en que una de las condiciones
iniciales sea en un punto critico.

7. Funcion de Liapunov

Motivacion. Necesidad. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en
R2.

d

d—j = —2? + 22y?
dy

-2 — _9

dt v

Este sistema tiene al origen como un punto critico, pero la linealizacién no es posible, ya las
derivadas de las funciones del miembro de la derecha también son nulas en el origen.

En consecuencia, no sera posible efectuar el estudio de estabilidad lineal, en un entorno del
origen.

Para salvar esta situacién, Liapunov hall6 los siguientes resultados:
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Teorema 1 (Liapunov) . Sea un sistema de ecuaciones diferenciales en R?, no lineales y
autonomo con un punto critico aislado en el origen (0,0),

dx

-~ = F

dy

ar G(xv y)

Sea V' una funcion diferenciable definida negativa en un entorno del punto critico, para la

cual se cumple que
ov ov

es definida positiva sobre una region que contenga al origen. Entonces, el origen es un punto
de equilibrio asintoticamente estable. Si V' es semidefinida negativa, el origen es un punto
de equilibrio estable.

G(z,y)

Otro resultado enunciado por Liapunov es el siguiente teorema mas general.
Teorema 2 (Liapunov). Sea el origen un punto critico aislado del sistema

dzx

dy

Sea V' una funcion diferenciable en una region que contiene al origen.

Supongase que V(0,0) = 0 y que en toda vecindad del origen hay, al menos, un punto en el
cual V' es positiva (o negativa). Entonces, si existe un dominio D que contenga al origen, tal
que la

oV oV

es definida positiva (o negativa) el punto de equilibrio es inestable.

La funcién V(z,y) se llama funcién de Liapunov.

Los teoremas de Liapunov proveen condiciones suficientes. Nada en el teorema dice cémo se
puede construir la funcién de Liapunov.

En términos practicos, una funcién V propuesta cuadratica,
V(z,y) = ax® + bxy + cy?

serd definida positiva si
a >0, y, dac —b> >0

y negativa si ambos son negativos.

En efecto, comenzando con la funcién

b
V(z,y) =ax® +bzy +cy’ = a (w2 + xy) + cy?
a
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completando cuadrados, tenemos,

2

V(z,y) =a +cy

LA S
24" 1a2Y

entonces,

V(z,y) = 2 2+ LA 2 2+i(4 — b?)y?
r,Y)=a\|\T 2ay C 1a Yy =a\x 2ay 1a ac y

En términos generales, la propuesta de funciones de Liapunov puede proponerse como una
funcién homogénea de grado 2, y ver si tal funcién existe.

Ejemplo (Boyce & Diprima, pag.525). Demostrar que el punto critico (0,0) del sistema
auténomo

dz 9
G =
dy 2
e

es asintoticamente estable.

Propongamos la funcién V (z,y) = ax?4bxy+cy?. Entonces, calculando la funcién %—‘;F (z,y)+
%G(w,y) obtenemos

(2az+by)(—z—zy?)+(br+2cy) (—y—yz?) = — [2a(2® + 2%yy?) + b(2zy + zy* + y2?) + 2c(y® + 2°y°)]
Si elegimos a y ¢ positivos y b = 0 tendremos que la funcién V es definida positiva y

oV oV

definida negativa. Entonces, por el teorema 1, tendremos que el origen es un punto asintéti-
camente estable.

Es importante analizar que este andlisis de estabilidad no es a partir del problema linealizado.
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