Transformada de Fourier



Notas de Clase Transformada de Fourier

1. Introduccién. Motivacion

Las series de Fourier pueden ser interpretadas como la representacion de las funciones en sus
componentes periddicas. Esto es, en armdnicos.

Dada una funcién en el intervalo [— L, L] cada coeficiente de Fourier es la ampitud del arménico
asociado a una frecuencia determinada,

m
= —E
YTI

Ademds, es importante enfatizar que la serie de Fourier extiende de manera periédica a la
funcién, inicialmente sélo definida en [—L, L].

El problema que queremos discutir ahora es la obtencién de frecuencias que componen una
determinada funcién, pero definida en toda la recta real.

2. Forma Compleja y Salto al Continuo

Consideremos una funcién cuadrado integrable en el intervalo [—L, L]. Al estudiar las series
de Fourier, hemos hallado su expresién e compleja

fla)= > et

f=—00
con

CZ—QL L (&

Vamos, de manera heuristica, a construir la Transformada de Fourier extendiendo el intervalo
[—L, L] a toda la recta real y pasando de la sumatoria a la integral.

Para este propésito consideremos el paso de las sumas de Riemann a la integral

b
Zf(a:g) Axy —>/ f(x)dx
Y a

Para ello, comencemos con la expresion

Es maés, siempre A/ = 1 ya que asi varia en la sumatoria!

flz) = é; e e TT = pa % e TT AL

con
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llamemos w = ”Tz. Entonces, w varfa conforme lo hace £, Aw = TAf (y como Al = 1 —

Aw- L =)

Entonces, usando el cambio de variables

Como una suma de Riemann, pasamos a la integral

f(z) = /OO cw) L " dw

fla) = [~ DL e g
con o
clw)L L1

L
_ - - —iwt
- _7r2L/Lf(t)e dt

Lo tnico que falta es tomar limite para L — oo el cual es necesario incluso para pasar de
la suma de Riemann a la integral (ya que si Aw — 0 debemos tener L — oo para que el
producto de siempre )

Tomando entonces limite para L tendiendo a infinito, obtenemos la denominada Integral de
Fourier.

f@)= [~ Fwe

con OOOO
Flw) = 1/ F(t) et dt
2 J_ o
A partir de .
flz) = / F(w) e dw
la funcién

Plw) = ;ﬁ/_oo £t et gt

es la llamada Transformada de Fourier.

2.1. Ejemplos de Transformada de Fourier
A partir de la definicién, obtengamos las transformadas de Fourier de algunas funciones:
Ejemplo. Sea
1 —x€|—a,a
fla) = el
0 z¢[—a,aq

entonces,

Y 1o IR :
F(w) / e—zwt dt = / e—zwt dt = u e_zwt‘_a _ ESIH(aw)

2T 2 W T  aw

—00 —a

que es la funcién llamada seno amplitud.

Graficamente,
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F(w)

\J
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2.2. Ejemplos de Transformada de Fourier

Dada una funcién f(t), la transformada de Fourier es definida también como F[f(¢)]

Flft)] = F(w) = % /Z f(t)etdt = % VP {/O; f(t) et dt}

A partir de la definicién, se puede confeccionar la siguiente tabla.

Funcion Transformada
f(t) F(w)
5(t) >
1 d(w)
sen(wp t) 2% [0(w —wp) — d(w + wo)]
cos(wp t) 5 [0(w — wo) + d(w + wp)]
e~ %ug(t) (a > 0) %a—i}iw
e—alt] a__1
T _a?+w?
1 ze€ —a,a a sen(aw
f(l') = [ ] o a(w )
0 z¢[—a,a

2.3. Propiedades Basicas

A partir de la definicién, es posible demostrar las siguientes propiedades

Funcién Transformada
f(t) F(w)
g9(t) G(w)
Af(E) +9(t) | AF(w) + G(w)
Flad L
i—a) T (w)
e tf(t) F(w—a)
f(t) iwkF(w)
(=it)f(t) S
(f *g)() F(w) G(w)
f(t) g(t) 57 (F * G)(w)

Donde el producto (f * g) es el de convolucién

(o= [ T fm) gt — )y
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3. La Integral de Fourier

Con la Transformada de Fourier, pudimos expresar

0= [ Fweta

—00

Ademas, reemplazando la expresion para la transformada de Fourier,
00 1 00 o, ]
f(t) :/ { / f(t)e ™t dt'} et duw
oo 127 )

f(t) = % /_ - /_ - F(t) e ) q’ dw

Por identificacién de la distribucion delta de Dirac, podemos asociar:

Agrupando, tenemos,

/ e ) du = 27 6(t — t')
—00
Con esta identificacion,
1 oo
fO =5 [ s tya = (0
m —0o0
La expresion desde la cual partimos,

f(t):/_z {;ﬂ /_Zf(t')e—iwt’dt'} ¢t

es la denominada Integral de Fourier.

4. Otra formulacion: Transformada Coseno y Seno

Escribamos la serie de Fourier, definida para una funcién periédica en el intervalo [—L, L] en
la forma
1k 1« 0
f(z) = L/_L f(@) {2 +;cos [2(1& —x)]} dt

En virtud de la paridad de la funciéon coseno, podemos escribir

% + gcos [ir(t — z)} = % + ;Zioocos [gg(t — :1:)}
(¢ #0)
Entonces, podemos escribir:
I =
f(z) = QL/_L f(t) {Ez_:oocos {(t - x)]} dt
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A partir de

f(x)z;L/_LL 0 { 3 cos V;(t_@]} at

{=—o00

consideremos w = 7/, entonces, Aw = TA/
De manera andloga a lo hecho para la obtencién de la integral de Fourier, y teniendo en cuenta
la paridad (con respecto a la variable w del coseno) podemos llegar a la expresion, tomando

el limite al continuo
fz) = i/ooo {/_: F(t) coslew(t — 2)] dt} duw

0, asumiendo la convergencia de las integrales impropias

flz) = /OOO {71r /O; f(t) cos(wt) dt} cos(wx) dw

n /0 - {i | / Z F(t) sin(wt) dt} sin(wz) d

En general, llegamos a

fl@) = /000{71T /_:f(t) cos(wt)dt} cos(wz) dw

N /0 - {jr | /Z F(t) sin(wt) dt} sin(wz) dw

Si la funcion es par, la parte correspondiente a la integral de seno se anula, por lo que podemos
escribir (usando la paridad)

Fz) = /0 h {i /0 " H (1) cos(wt) dt} cos(wz) duw

Si la funcién es impar, la parte correspondiente a la integral de coseno se anula,
o0 2 OO
f(x) = / {/ f(t) sin(wt) dt} sin(wx) dw
0 ™ Jo

4.1. Transformada Coseno y Transformada Seno de Fourier

Si la funcién es par
f(x) :/ F.(w) cos(wx) dw
0

donde define la Transformada Coseno
2 o0
Fo(w) = / f(t) cos(wt) dt
™ Jo

Si la funcién es impar

f(z) = /000 Fy(w) sin(wz) dw
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donde define la Transformada Seno
2 o
Fs(w) = / f(t) sin(wt) dt
™Jo

Ejemplo. Obtener la Transformada Coseno para la siguiente funcion

f(ﬂ:)z{l o

0 |z|>a

Como la funcién es par, podemos obtener la transformada coseno, que resulta inmediatamente

de calculo directo
_ 2sin(aw)

Fo(w) =

T w
Entonces, en virtud de la Integral de Fourier, podemos escribir

Fa) = /Ooo zsin(aw) cos(wa) dw = {1 lz] <a

T W 0 |z|>a

Ejemplo. Obtener el valor de la siguiente integral impropia.

/°° sin(a x) cos(bx) de
0

X

Habiamos calculado en el ejemplo anterior

fo) = /Ooo 2 sin(aw) cos(wr) dw = {1 lz| <a

T W 0 |z|>a

Podemos escribir cambiando adecuadamente las variables

oo : 1 <
/ 2sin(az) cos(bx)dr = { bl <
0

T X 0 |bl>a

o bien

/oo sin(a) cos(ba) | _ {g b <a
0

x 0 |b>a

Que ademads, nos permite obtener, paraa =1y b=0

/ sin(z) dr= T
0 X 2

4.2. Identidades de Parseval

La identidad de Parseval hallada para los coeficientes de Fourier, para una base infinita,
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tiene su correlato en el marco de la transformada de Fourier

En efecto, con el producto interno definido como

o) = [ 7 f(w) " (w)du

donde g estd conjugada: Es el producto interno complejo.

Calculemos,
o

(F(@)|Gw)) = / F(w) G (w) dw

—0o0

reemplazando por la definicién de la transformada,

/_ Z Flw) G (w) do = /_ Z {;ﬂ /_ Z F#)e =t dt’} {;ﬂ /_ Z g* (D)t dt} du

entonces, N
FWCW) =15 [ [ [ 1@ dvirt a
(F(w)|G(w)> = 4711_2/_ f(t/) dt//_ g*(t) dt {/_ eiw(t—t’) dw}
entonces,

1 o o
(FWIGE) = 43 [ 1@)at [~ g0t 2o~ )
™ J - —00
Aplicando entonces la propiedad de la delta de Dirac,

1 [ 1
F(w)|G = — g () dt' = —
(F@IGW) = 5= [ 1O @) = -7l
Entonces, si consideramos la misma funcién, tenemos,
£ = 27| F(w)]|?

junto con
(fD)lg(t)) = 2m (F(w)|G(w))

constituyen las denominadas identidades de Parseval.

En el caso de las transformadas seno y coseno, también podemos obtener las identidades de
Parseval.

En el caso de la Transformada coseno, calculemos

/OOO Folw) Go(w) dw = /OOO {i/ooo F(#) cos(wt) dt’} {i/ooo g(t) cos(w) dt} du

Entonces,

/°° Fo(w) Go(w) dio = 4 Oof(t’) /Oog(t) /°° {cos[w(t+t’)]+cos[w(t—t’)]}dwdt,dt
0 0 0 0

T on2 2
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Expresando los cosenos de manera exponencial, tenemos

/ Fo(w)Ge(w) dw = 12/ f(t')dt'/ g(t)dt/ {eiw[t_(_t/)} 4 em W= (=t)] 4 giw(t=t) 4 e_iw(t_t/)} dw
0 ™ Jo 0 0

Integrando en w
/ T F(w) Gu(w) dw = % / T rar / g ()m {81t — (—t)] 4 8[(—t') — 1] + 5t — ') + 8t — 1)} dt
0 0 0

Aplicando las propiedades de la delta de Dirac y la paridad de la funcién g,

| @@= [7swrar
0 0

Anslogamente,

| PG =2 [T reg)ar
0 0

00 2
/ sen 2(w) o
w

—00

Aplicacién. Calcular

Para calcular esta integral, podemos ver que es la norma al cuadrado de la transformada de

Fourier de la funcién
™ xe|-11
£(t) = -
0 z¢[-1,1]
Entonces, a partir del resultado

IF @) = 27| F(w)]”

tenemos

9 sen(w) ||
[f @) = 2=
o bien,
1 [ee] 2
/ w2 dt = 27T/ — 2(w) dw
—1 —co w
Entonces,
o] 2
et [ 2,
—0oQ
con lo cual
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