Transformada de Laplace
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Notas de Clase Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

1. Introduccion. Transformaciones Integrales

En este capitulo estudiaremos los fundamentos basicos de la Transformada de Laplace. Este
tipo de transformacién si bien tiene su origen en la teoria de probabilidades, su aplicacién para
la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias -principalmente en la teoria de circuitos
eléctricos- se la debe al ingeniero inglés Oliver Heaviside (1850-1925).

Antes de definir la transformada de Laplace, vamos a definir més generalmente lo que vamos
a entender por Transformada Integral.

Dada una funcién f(t) integrable en el intervalo [a, b], vamos a definir una nueva funcién F'(s),
a partir de

b
Fls) = / F(t) K (s, 1) dt
Donde K (s,t) es una funcién integrable en la variable ¢. Por como estd definida la transfor-

macién, es decir, a partir del calculo de una integral, decimos que F'(s) es una transformacion
integral de la funcién f(t).

2. Transformada de Laplace

Consideremos una funcién f(t) integrable en el intervalo [0.00), definimos la Transformada
de Laplace a una nueva funcién (en la variable s) definida a través de la relacién

F(s) = L[f] = /0 T fy et

cuando la integral converge.

Ejemplos
) 1
L[1] = .
) 1
L[t] = =2
) 1
L[e™] = s>a
s—a
[ ] ' a
,C[Sln(at)] = m
- s
E[COS(CLt)] = m
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3.

Condicién de Existencia: Funciones de orden Exponencial

Definicién. Una funcion f es de orden exponencial si existen constantes o, M yT (M y T,
positivas) tales que

|ft)] < M e, para t>T

Ejemplos
It < et

lat + 0] < || [t] + [b] < (la] + [b]) €’

|A cos(wt)| < |A| e

Para la determinacién de la condicién es de utilidad graficar las funciones

Teorema: Si f es de orden exponencial, entonces L[f] existe para s > a.

4.

5.

Propiedades
Llamando F(s) = L[f(t)], G(s) = L[g(t)], se cumple:

s Linealidad:
LINf+g]l=AF(s)+ G(s)

= Teorema de Traslacién en el eje s:

L[f(t)e"] = F(s - a)

s Transformada de una derivada:

LIf'(#)) = s F(s) = £(0)

s Transformada de una derivada n-ésima:

LIFM@)] = 5" F(s) = 5" f(0) = "2 f(0) — -+ = f*71(0)

s Derivada n-ésima de una Transformada:

LI f()] = (1) g [F(s)]

Funcion de Heaviside o escalon

Definicion. La funcion escalén o de Heaviside estd definida como

0 t<t
%(t)z{ ’

1 t>t

Notemos que la funcién wuy, () modeliza un encendido abrupto en t =t
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‘ ”fo(t)

to X

Ademads, podemos ver que la funcién 1 — w, () modeliza un apagado abrupto abrupto en
t=to

4 1-— I/lto(t)

Ejercitacion: Construir una funciéon pulso rectangular y una funcion escalera usando las
funciones de Heaviside

Respuesta: (Pulso cuadrado)

! Uty (t) - utz(t)

1 1) X

Teorema de Traslacién temporal

Llug, (t) f(t —to)] = e~ F(s)

6. La Delta de Dirac

Consideremos la funcién pulso cuadrado centrado en t = tg de ancho ¢

1

= [utg—5 () =y ()]
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Notemos que esta funcién tiene altura % y ancho e. Entonces, el 4drea encerrada sera siempre
la unidad.

Si € se va haciendo méas pequeno, la altura va creciendo, conforme el ancho va disminuyendo,
con area unidad.

e=105
e=1
[ [T ]

to

=

Vamos a definir la distribucién delta de Dirac como
1
(¢ = to) = 1 — |y (1) = gy 5 (1)

Es importante aclarar que no es la unica definciéon de la delta de Dirac, sino que hay otras,
dependiendo de las condiciones que se impongan.

La delta de Dirac no es considerada una funcion, sino una distribucion o funcion generalizada.

6.1. Propiedades de la Distribucion Delta de Dirac

Dada la definicién -a través del limite- de la distribucién delta de Dirac, se cumplen las
siguiente propiedades:

/ 5(t—t0)dt:/ 5t — to)dte = 1

/wfwﬂﬁ%wﬁzf%)

L] =1
Demostremos ~
/_ FIOS(E— to)dt = f(to)

Tenemos

/mﬂm@mﬁ:/mﬂﬂhml@wﬂﬂ7%%@”&

oo oo £—00 €

entonces,

/_ T —to)dt = tim & [ (-5 (1) — w5 1)) FC0)

e—0 € o
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el pulso cuadrado es no nulo en el intervalo [tg — 5,%o + §] con lo cual la integral se simplifica

/ T 08— to)dt = 1tm = [ ey

e—0 € to—%
Si F(t) es la primitiva de f(¢) tendremos

F(to—l—%)—F(to—%) _dF

/_ Z F(t ~ to)dt = lim - = 2 (t0) = £(t0)

A partir de esta demostracién podemos demostrar la primera, ya que

/Oo 5(tt0)dt:/w1.6(tto)dt:1

—0Q0 —00

En general, podemos probar también

b o 1 toE[a,b]
/ad(t—tg)dt—{o BT

6.2. La Transformada de Laplace de la Delta de Dirac

La distribucién 6(t — tp) no es una funcién, sino una funcién generalizada. Por lo tanto no
puede ser de orden exponencial, las cuales tienen garantizada la existencia de la transformada
de Laplace. De todas maneras, la condiciéon de orden exponencial es una condicién suficiente,
no necesaria. Esto nos permite buscar, a través del proceso de limite, la transformada de la
distribucién (¢ — to).

Consideremos t # 0. Entonces, podemos calcular

/ §(t —to)e S dt = / S(t —to)e St dt = =510
0 —00

Ahora, como la distribucién es "nula siempre que no sea el punto tg, podemos escribir,

o o
/ §(t —tg) e St dt = / ugy (1)0(t — to) e dt
0 0

entonces,

o0

/ Uty (£)0(t — o) e St dt = Llug(t)6(t —tg)] = e~ 5%
0
Por aplicacién del teorema de la traslaciéon temporal, podemos identificar que
Lo(t)] =1

6.3. Relacion entre la funcién escalén y la Delta de Dirac

Calculemos la transformada de Laplace de la derivada de la funcién de Heaviside (hipotéti-

camente)
duto (t) /OO duto (t) —st
= [ Sl st gy
£ [ dt o dt -
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Si integramos por partes

dug, (t &
o[ 0] e s [T ule = e
0

Entonces, por identificaciéon tendremos:
duto (t)
dt

lo que en principio tiene sentido, ya que la funcién escalén tiene pendiente nula siempre,
excepto donde no tiene derivada (por no ser continua) pero que si pudieramos asociarle un
nimero, este seria infinito.

= 0(t —to)

La teoria de distribuciones permite dar sentido a cosas que en la teoria clasica de funciones
no lo tendrian: En este caso, pudimos "calcular” una derivada de una funcién discontinua.

7. Nocion de Convolucién

Cuando se analisa una determinada sefial, se debe tener en cuenta que el proceso mismo del
andlisis es una respuesta al estimulo (senal), mediada por un dispositivo que la interpreta.

Muy intuitivamente, la observacién humana del fenémeno es a través de la salida del disposi-
tivo creado y disenado para tal fin. De hecho, un grafico de un electrocardiograma es la salida
del osciloscopio, que interpreta los impulsos que sufre el corazén.

Esquematicamente, podriamos representar:

Estimulo — ’ Aparato receptor ‘ —  Interpretacién

Tanto el estimulo como la interpretacién seran funciones.

Entonces, el aparato receptor lo que hace es toma una funcién E(t) (estimulo) y devuelve una
funcién I(t) (interpretacién). Si llamamos R a la operacién que hace el aparato, el esquema
puede ser reformulado

Eit) — R[E(t)] - I(t)

7.1. Dispositivos Lineales e Invariantes Temporales (LTT)

La intepretacion que un dispositivo hara de una determinada senal dependeré del tipo de dis-
positivo. Vamos a considerar un tipo de dispositivo denominado Lineal e invariante temporal,
o LTI de su sigla en inglés Linear Time-Invariant

Esta hipoétesis, tiene su correlato algebraico:

s Lineal:

~

NEq(t) + Ex(t)  — RIANEL(t) + Ex(t)] —  AL(t) + 1x(t)

= Invarianza Temporal:

E(t—t) — R[E(t — to)] —  I(t—to)
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7.1.1. La funcién del dispositivo

Consideremos que el dispositivo tiene una respuesta a un impulso instantaneo -caracterizado
por la §(t)- a través de una funcién determinada, ¢(t)

esta funcién ¢(t) podriamos llamarla funcion del dispositivo.

7.2. Definicion de Convolucién

Consideremos una senial caracterizada por la funcién E(t). Por la definicién de la distribucién
0(t) podemos escribir
/ E(r)é(t—7)dr

Si esta funcién estimulo es receptada por el dispositivo, la interpretacién I(t) vendra dada
por la expresién

1) = RIE@)] = B [ / T Bt —1)dr

—0o0
Si aplicamos la linealidad (en un sentido extenso, en la suma continua que es la integral)
podemos escribir:

I(t) = RIE(t)) = / E(r) R5(t — 7)] dr
Ahora, usando la invarianza temporal, podemos escribir

R[o(t —7)] = p(t —7)

Entonces, llegamos a

I(t) = R[E / E(1)@(t —7)dr

Definicion de Producto de Convolucién. Sean f y g funciones cuadrado integrables en
la recta real. Se define el producto de convolucion como

(f * 9)(t (/ F(r) gt - 7)dr

Con esta definicién podemos afirmar que la interpretacién que un dispositivo receptor hace
de una senal es la convolucién entre la senal y la funcion del dispositivo.

En en contexto de la Transformada de Laplace, las funciones estédn definidas en [0, co) por lo
que el producto de convolucién, sélo en este contexto serd definido a través de la relacién

(f * 9t t/ f(r) glt — ) dr
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7.3. Transformada de la Convolucion

Consideremos F'(s) = L[f], G(s) = L]g]. Entonces
L[f gl = F(s) G(s)

Demostracién.

clrea = | T (F o)yt

Reemplazando el producto de convolucién, tenemos

Llf xg] = / [/f t—TdT]e_Stdt

o lo que puede escribirse como una integral doble

Llf*g]= //f g(t —7)e st drdt

vista como una integral doble, veamos que el recinto de integracion es el que se muestra en
la siguiente figura.

‘ T

Esta regién puede reparametrizarse como 7 < t < co y 0 < 7 < oo. Entonces, podemos
reescribir la transformada de Laplace

L[f *g] = /OOO/TOOf(T)g(t—T)e_Stdth

Si cambiamos la variable, n = t — 7 podemos escribir

Clf+g) = / / F(7) gm) =) dy

Las que pueden ser separadas,

el = | [ s ar] | [T gt e ran] = 6o

como se queria demostrar.

Cétedra: Matemdticas Avanzadas



Notas de Clase Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

8. Aplicacién a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

La propiedad
L[y = sF(s) — y(0)

junto con la linealidad nos permite resolver ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales.
En efecto, consideremos la ecuacién

y —2y=1, y(0) =1
Si aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros, tenemos,
Lly' —2y] = L[1]

aplicando la linealidad y la transformada de la derivada, tenemos

Lly) -~ 2Lly) = sF(s) ~ y(0) ~ 2F(s) == (£[1 =1/s)
Entonces como y(0) =1,
(s~ 2)F(s) =14 =1
o bien,
F(s) = s+1 _ 1 n 1

s(s—2) s—2 s(s—2)
Podemos notar que ﬁ es la transformada de Laplace de e?t y veamos

1 1 1

s(s—2) s s—2

Al ser un producto de transformadas de Laplace, podemos asumir que proviene de la convo-

lucién de dos funciones, las que tienen como transformadas a é (que es la funcién 1) y S_%

(que es €?') Entonces, la funcién cuya transformada es % . ﬁ sera
2t Ly Lo
(e *1)(t):/oerT:2[6 1]
finalmente, la solucién del problema sera
1 3 1
£ = o2t L T2 1] = 22 _ 2
y(t) = e + 5 e ] 5¢ 5

Se verifica directamente que es solucién de la ecuacién diferencial.
Consideremos ahora una ecuacién diferencial de segundo orden

y' =2y +y =0, y(0) =0,y'(0) =1
transformando a ambos miembros, tenemos

s°F(s) — sy(0) — y'(0) =2 [sF(s) — y(0)] +F(s) = 0

Lly"] Ly']
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reemplazando las condiciones iniciales, tenemos,

1

(s> =25 +1)F(s) =1 =0, — F(s) = o1

Para buscar la funcién y(¢) cuya transformada da F(s) podemos notar que

w1 Vi [

Entonces, tendremos que, a partir de la propiedad

dn
Lt ft)] =(-1)" —[F

" F@)] = ()" 5 [F(5)
Podemos afirmar que, como,

1 1

t_ t_
E[e]—s_l, — [’[te]_(s—l)Q
Entonces, la solucién del problema sera
y(t) = te'

8.1. Ecuaciones Integro-diferenciales

Una de las aplicaciones del teorema de la convolucién es la aplicacion a ecuaciones integro-
diferenciales, es decir, a ecuaciones en las cuales la funcién incégnita aparece tanto derivada,
como asi también en integrales.

Consideremos la ecuacién

o+ /0 y(r) glt — ) dr = f(t)

Al aplicar la transformada de Laplace a ambos miembros, debemos tomar en cuenta que la
integral que aparece es el producto de convolucion entre la funcién incégnita y la funcion g.

Como ejemplo, consideremos la ecuacién integro-diferencial

t
y +/ y(r) sen(t —7)dr =0
0

Al aplicar la transformada de Laplace a ambos miembros tenemos

Ly + L [/0 y(T) sen(t — 7) d’7':| = L[y'] + L[y(t) * sen(t)] = 0

Entonces,
1

sF(s) —y(0) + F(s) R 0

y luego despejamos F'(s) para ver de qué funcién y(t) provino esta transformada F'(s).

Cétedra: Matemdticas Avanzadas



Notas de Clase Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

9. Transformada Inversa de Laplace

Nuestro abordaje de la Transformadad de Laplace es basicamente a los efectos de la resolucion
de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Como hemos visto, la metodologia era la siguiente: Dada la ecuacién diferencial,

s Efectuar la Transformacién de Laplace a ambos miembros de la ecuacion

= Obtener la expresion de F'(s) resolviendo la ecuacion algebraica resultante

» Identificar la funcién y(t) cuya Transformada de Laplace sea la que obtuvimos, F(s).
Este procedimiento requiere conocer muchas funciones con su transformada, ademés de aplicar
las propiedades.

Sin embargo, por razones de completitud es necesario expresar como se efectia Transformada
Inversa de Laplace. De manera de que la busqueda de la funcién y(¢) no sea mirando tablas,
sino a partir de un calculo directo.

El problema consiste, entonces, en hallar una transformacién, que denotaremos £~! tal que
al aplicarla a una transformada de Laplace F(s) nos da como resultado la funcién f(t), cuya
transformada es F(s).

Si L[f(t)] = F(s), entonces L7YUF(s)] = f(t)

El método de obtencién de la Transformada Inversa de Laplace es a partir de la expresion
propuesta de Bromwich (Thomas John I’Anson Bromwich, 1875-1929)

F(t) = — /7 T p(s)et ds = 2i VP [ /y T b ds] (t>0)

278 )y _ioo ™ —ico

es decir, el valor principal de la integral impropia. v es un niimero real, ubicado de tal manera
que sea mayor que la parte real de todos las singularidades de la funcién F'(s), en el plano
complejo s.

Esto significa que la integral se efectiia a lo largo de la recta Re(s) =

Supongamos que la funcién F'(s) tiene las singularidades z1, 2o y z3. Entonces, gréficamente,

Im(s) !
Zol Z3
2% v Re(s)
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Para efectuar esta integral podemos definir una curva cerrada que contenga a las singulari-
dades z1, z2 ¥ z3 en su interior, como indica la figura

Im(s)

% v Re(s)

[

Entonces, la integral de Bromwich la calculamos tomando la curva que es una recta c; :
s1(t) = v +it, con —a < t < a, unida con la semicircunferencia cs : so(t) = ae' + ~ con
T<t<inm

Para calcular la integral aplicamos el Teorema de los Residuos y luego tomamos limite para a
tendiendo a infinito. Como en el caso del calculo de integrales impropias, habré que demostrar

que la integral sobre la semicircunferencia tiende a cero.
Ejemplo. Con la integral de Bromwich obtener la antitransformada de Laplace de F(s) = 2

A partir de la integral de Bromwich, tenemos

1 y+ico st
F(t) = / s
5

27 Joy_ioo S

Podemos elegir v = 1 y al construir la curva cerrada la singularidad serd s = 0. Entonces, el
residuo de la funcién integrando serd e®t = 1.

Entonces,
1 6st
t)= — |27 - Ress—g | — || =1
1) 2mi [ o Hess=0 < s )]

Como ya sabiamos. Queda como ejercicio demostrar que la integral sobre la semicircunferencia
tiende a cero en el limite.
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