Elementos de la Teoria de Sturm-Liouville



Notas de Clase Teoria de Sturm-Liouville

1. Introduccién

En este material estudiaremos problemas de contorno, es decir, a diferencia de problemas de
valores iniciales, en este caso estudiaremos ecuaciones diferenciales en las cuales las condiciones
de las funciones seran sobre los extremos del intervalo.

El origen de la teoria puede encontrarse en el desarrollo de la teoria de las ecuaciones diferen-
ciales parciales, donde las condiciones son impuestas sobre la frontera de los conjuntos que
estamos estudiando. Por eso también se los denominan problemas de valores en la frontera.
En particular, el problema que dio lugar a la teoria es la ecuacion diferencial que describe el
transporte de calor en una barra, con condiciones en los extremos.

1.1. El Problema de la conduccion del Calor

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial parcial:

0% (z, 1) 1 9¢Y(x,t)

—_— = O<aelR
0z2 a2 ot @

con las condiciones de contorno

¥ (=L,t) =0, ¢ (L,t) =0 ¥ (x,0) = f(z)

Esta ecuacién modeliza la temperatura en una barra homogénea unidimensional de longitud
2L (ubicada en el eje x, desde + = —L a x = L. La constante « es la conductividad términa.

Proponiendo una solucién de la forma

¢($7t) = ¢1(90) ’ wQ(t)v

la ecuacion diferencial se escribe
1
() Yalt) = =5 ¥ (2) (1)

Dividiendo a ambos miembros por la funcién ¢ = 11 12 tenemos

() _ 1 yh(t)

di(z)  a? Palt)

Como a ambos lados de la igualdad tenemos funciones que sélo dependen de la variable
indicada, entonces cada cociente debe ser una constante, sino esta propiedad no se satisfaceria.
Entonces, debe cumplirse:

{(@) = Ai(z)
1
46) = A—eal)
La primera ecuacién diferencial:
1 (@) = A (2)

admite las siguientes situaciones:
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a) A >0, estoes, \ = w?
b) A <0, esto es, A = —w?
c) A=0
Resolvamos para el caso b). La solucién general serd:
YP1(z) = ¢1 cos(wx) + ¢ sen(w x)
Imponiendo las condiciones de borde, tenemos

cpcos(wl)—cosen(wl) =

cpcos(wl)+cosen(wl) =
sumando y restando a ambos miembros, tenemos:
2¢; cos(wL) =0, 2c¢agsen(wl) =0

entonces, para c; =0
wL=kw kel

entonces,

_km

==

Notemos que w no es constante, sino que es multiplo de /L. Ademas, co = 0.

W

Entonces, para cada valor de k tenemos que sera solucion, por lo que el principio de superpo-

sicion establece que
o0
T
Yi(x) = ;cz sen (( ZZL‘)

también serd solucion.

Para la parte espacial, tendremos:

272

Ua(t) = age o2

Entonces, el producto serd
s 02r2 t T
Y(z,t) = Z bge o212 " sen (6 zx)

(=1

Ademas, en t = 0 tenemos 9 (z,0) = f(x) por lo que
= T
Y(x,0) = Z by sen (E Zx)
(=1
Entonces, los coeficientes se determinaran por el desarrollo de Fourier, esto es:

bg:L/Lf(m)sen(ELx)dx

Para esta ecuacién del calor, con las condiciones de contorno establecidas, podemos puntua-
lizar los siguientes resultados, para la parte 1 (z)
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= La ecuacién en la variable x es una ecuaciéon de autovalores
" o
V() = Ak Y1 x(2)
= Los autovalores son infinitos y siguen una sucesién creciente,

lim )\k =0
k—o0

» Las autofunciones forman una base ortogonal

Estas propiedades evidentes para este problema particular se enmarcan en un conjunto de
propiedades que no son exclusivas del problema de la conduccién de calor, sino que forman
parte de un conjunto de propiedades de la Teoria de Sturm-Liouville.

En el caso en que la barra no sea homogénea, la parte espacial (es decir, de la dependencia
con x) satisface la ecuaciéon diferencial de la forma:

_a
dz

El problema analizado es el correspondiente a p(z) = 1; ¢(z) =0y r(z) = 1.

) 1] + 000 1 (2) = Ar(a) )

2. El problema de Sturm-Liouville

Consideremos la ecuacion diferencial de Sturm-Liouville

[ S| + a0 v) = art) vt

en la cual vamos a considerar que

» p(z) y g(x) son funciones continuas en el intervalo [a, b]
» p(z) no se anula en el intervalo [a, b]
» p(z) es positiva en el intervalo [a, b]
Podemos notar que una ecuacion diferencial de la forma
y' (@) +a2)y'(z) + b(z) y(z) =0
puede escribirse en la forma de Sturm-Liouville, tomando
pla) =l *EE (@) = byl @ r(a) =0

Si las funciones a(z) y b(z) son analiticas, tenemos garantizada la existencia y unicidad para
las condiciones

/ /
y(€) = yo, y(¢) = vo, a<c<b
Las condiciones de contorno que vamos a condiderar son las siguiente:

1) De Dirichlet:
11) De Neumann

111) De Robin
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2.1. El Operador de Sturm-Liouville

En el marco de la teorfa de operadores, definimos el operador lineal L : C2 — C?, esto es,
funciones con derivadas segundas continuas.

d

L=-— [p(:ﬂ)di[ ]} +q(x)

es decir,

Lly] =

i [0 2]+ gyt

Si en el espacio de funciones definimos el producto interno

b
(flg) = / £(n) g(n) di

entonces, calculemos

b
(Llf]lg) = / LIf(n)) g(n) dn

(£ifla) = [ b {0 [ ] + atwwn } atman

b b
(wilo) = - | jfy[mmﬂ sty dn+ [ o) 7 o) d

Integrando por partes la primera intergral:

b
[ o L] o = o L2 gt

equivalentemente,

b
/a ;f] [p(n) ;iﬂ g(n) dn = p(n) dfd(?g(n)

haciendo partes nuevamente, podemos escribir:

b
[ o L] atman = o L2900

Entonces, podemos escribir:

b b
df dg
- Y9
a / (o) G5 dn

b b
df dg
_ [ = o
) /a dnp(ﬁ) an ™

b

b b b b
<L[f1|g>=—{p<n>df;:)g<n> - snotn |+ [ s |4 [p<n>fhg7ﬂdn}+ [ a6 gt
agrupando,

b b b
<L[f]|g>=—{p<n> LD o)~ s i) 2 }+ [ |- |4 [ 2] + atmatn] an
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entonces,
b b
<L[f]|g>=—{p(n)dfd(:)g(77) - S o) }+<f| o)
0, equivalentemente
b b
<L[f]|g><f|L[g]>={p( >df;:) (m)| = T )j;‘;}
) . LielVd dfm " dg|’
[ w19t - s 2ia)) in == oo G ot |~ svim 52|

conocida como identidad de Green.

El miembro de la derecha,

b b
{pm) Tam)| = o) ol 5 } ,
se puede escribir
b b
{p<n> Low)| - s 5 } = [0 290 - 0 L)
dg(b) dg(a)
- |00 B~ 0 o) 40
Si consideramos las condiciones de contorno de Robin, tenemos:
I _ oy A0 b
LI 10
y lo mismo para g. Entonces, reemplazando, tenemos
b b
{p<n> L] — 5009t 2 } 5(0) 7 0)9(0) + p(a) 2 ()]
|00 o) + Faple) Zgto)]
entonces,
b b
{p(n) Tom| ~ F) ol 5 }zo

o lo que es lo mismo:

b
[ (Lingw - ) Lig)ydn = (L1511 9) ~ {7 Ligh) =0
Lo que implica que el operador de Sturm-Liouville es Hermitico o Autoadjunto,

(LIf11g) = (F I Lg])-
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2.2. Autovalores del operador Sturm-Liouville

Dado el operador de Sturm-Liouville,

L =~ 4o o) 52| + oty

y habiendo comprobado que para el producto iterno

b
(flg) = / f(m) g™ (n)dn

es Hermitico, podemos comprobar que:

1) Los autovalores del operador son reales.

En efecto, sea ¥ un autovector de un operador hermitico. Tenemos

(L[0]|7) = (v|L[a])
Mdlv) = A (d]d])
(A = A")(0]d) =0

|2 > 0, se sigue que A = A\* con lo que A debe ser real.

y como ||U

11) Autovectores asociados a distintos autovalores son ortogonales.

Consideremos ¢ y w autovectores de L, asociados con diferentes autolavores, A1 y As.

Entonces,

(L[0]|w) = (v]L[w])
entonces,

A () = Ao (0]0)
entonces,

(A = Ao) (513 = 0

y como A1 — Az # 0 se sigue que U y @ son ortogonales.

Estas propiedades son importantes, pero surgen las siguientes preguntas:
s ; Cuantas autofunciones tiene el operador de Sturm-Liouville?
» ;Existe una base de autofunciones?

La primera pregunta estd asociada a la cantidad de autovalores del operador, ya que para
autovalores distintos, tenemos vectores ortogonales, de la cantidad de autovalores podremos
inferir la cantidad de autofunciones.

Para responder la segunda pregunta, es necesario elementos de Andlisis Funcional y esta fuera
del alcance de este curso. Sin embargo, la respuesta no sera impuesta, sino construida, aunque
falten detalles de las demostraciones.

En el camino de construir las respuestas a estas preguntas, es necesario hacer un estudio de
las funciones solucién de la ecuacién de Sturm-Liouville, ahora como ecuacién diferencial.
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3. Teoremas de Sturm

Los Teoremas de Sturm son un conjunto de resultados que construyen las respuestas a las
preguntas del punto anterior. En general, son propiedades de las funciones solucién a la
ecuacién diferencial de Sturm-Liouville.

3.1. El Teorema de Separacion

Este Teorema afirma que los ceros de las soluciones de la ecuacion de Sturm-Liouville estan
alternados.

Teorema de separacién. Sean y; e yo soluciones linealmente independientes de la ecuacion
diferencial

i [0 ] a0

con p(x) y q(x) continuas. Entonces, si x1 y x2 son ceros consecutivos de yy, entonces existe
xs3, 1aiz de yo, con r1 < x3 < To. Es decir, los ceros de las funciones estan alternados.

Demostracion. Las soluciones linealmente independientes satisfacen que el Wronskiano es
distinto de cero:

W (y1,y2) = y1(x) ya(x) — vy () ya(z) #0

Consideremos, ademas, que el signo es positivo. Sean x1 y xo ceros de entonces, evaluando
) 3 1 2 1 P
el Wronskiano en x; y 2 tenemos,

yi(z1) yo(21)

y1(z2) yo(22)
Ademis, las derivadas de y; en 1 y x2 deben necesariamente tener signos distintos (por ser
ceros consecutivos). Entonces, como el Wronskiano no cambia de signo, tendremos

yi(@1) ya(z1) = —yi(@1)ya(z1) >0
Yy (x

NS NS

x1)y
T2)y (z2) y2(r2) = —yi(z2)ya(w2) >0

y2(z1) - y2(22) <0

Entonces en el intervalo [x1, 23] cambié de signo, por lo cual, debe tener un cero en el interior
de este intervalo.

Si ademds ahora estudiamos qué ocurre entre dos ceros consecutivos de y2(z) tendremos que
existird un cero de y; entre ellos. Con esto, se concluye que los ceros de las funciones estan
alternados.

3.2. Teorema de Comparacion

El Teorema de comparacion de Sturm, también llamado Teorema Fundamental compara los
ceros de funciones solucion de ecuaciones diferenciales

dx

0 [p(af) fli] +@@y = 0

i o ] e = 0
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es decir, con mismo p(z), pero diferentes funciones ¢(z).

Teorema de comparacion. Sean f y g soluciones reales no triviales de las ecuaciones

con p(z), p'(x), q1(x) y q2(x) continuas, p(x) > 0 y q2(x) < q1(x), para todo x. Entonces, si
x1 < T son ceros consecutivos de f, entonces g(x) se anula al menos una vez en (x1,x2).

Demostracién. A partir de las ecuaciones cuyas soluciones son las funciones f y g, podemos
multiplicar la primera ecuacion por g y la segunda por f y restar la segunda con la primera,
obteniendo:

d d d
|0 L] a0 - 1 o) % 1) = @00 - )0 900
Ademsds, podemos escribir:
f d df df dg
2 [0 L] 9601 = 12 o) L gte)] - o) L%
y lo analogo para el otro término. Entonces,

e [P0 ) 90— g [p 2] 50 = G o) o] = o) 2 0

o
= |0 L] o) - 4 [0 2] @) = £ o) L ata) = vt £ 1)
Entonces podemos escribir

7o ) L@ = p(@) @) = ) ~ ) ) 90

Integremos a ambos miembros entre x1 y x2 que son los ceros consecutivos de f

[ I L o) - pte) 9 100 e = | @@ - aw)s@ e i

1

como x1 y x2 son ceros de f, podemos escribir entonces

o) T g(02) — plo) T g00) = [ 00) = at)) @) gl0) o

1

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f es positiva en el intervalo. Supongamos
que g también es positiva en el intervalo. Entonces, tenemos que por hipétesis q1(z) < ga(z),
por lo que la integral

| @@ - @)@ @) d > 0

1
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Ademss, si f es positiva en el intervalo y x1 y x2 son ceros consecutivos,

df (1) df (z2)

dx dzx <0

> 0,

Entonces, si g es siempre positiva en (1, z2) entonces tendremos que

p(a2) T2 g0) ) T 0, < 0

con lo cual llegamos a una contradiccion, ya que el término de la derecha es positivo. Luego,
g(z) debe cambiar de signo en el intervalo.

Este teorema de comparacion, es generalizado cambiando no sélo ¢(z), sino también la funcién
p(x) y se dedica a la distribucién de ceros de las funciones solucién. Para ver estos teoremas
se recomienda el libro de Ince (Ince, E. L. Ordinary differential equations).

4. Soluciones Oscilatorias y no Oscilatorias

Otro resultado importante en el marco de la teoria es la determinacién de soluciones oscila-
torias.

Consideremos el problema
d

Cda

@) 2]+ ate)u =0

o equivalentemente,
d dy
i [P0 2] - a@y=o

en el intervalo [a, b].

Dada la continuidad de las funciones, podemos considerar que tanto p(z) y ¢(z) estdn acotadas
superior e inferiormente (p es positiva, pero no imponemos lo mismo para ¢, por lo cual admite
cota inferior negativa)

0< my

myq

p(z)
q(z)

IN A

Para aplicar el teorema de comparacién, consideremos primero el problema asociado

d dy d?y  my 0
— | my—=| —mgy=—-—5 — —y =
dr | " dx ! drz?  m, Y
Los casos posibles son, a saber:

= Si mg > 0 el problema tiene como solucién

que no tiene ceros en (a, b). El caso m, = 0 es andlogo.
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» Si mg < 0 el problema tiene como solucién

y(x) = sen ( —qu>

mp

Esta funcion es oscilatoria y la distancia entre dos ceros consecutivos serd

mp
T9g — 1 =T, ——
Mg
m
b—a<m, | ——2
myq

no habra ceros el intervalo. Entonces, podemos concluir que si

Para el caso oscilatorio, si

my w2
mp  (b—a)
no habra soluciones oscilatorias para el problema original,

% {p(w) Zgyj —q(x)y=0

ya que estamos aplicando el teorema de comparacién.

Consideremos la segunda comparacion, hecha con cotas superiores

d d d? M,

—Mp—y _qu:%_Jyzo

dx dx dx M,

Al aplicar el teorema de comparacién, la ecuacién original oscilard al menos tan rdpidamente

como esta tltima ecuacién. Si M, < 0 habréd oscilaciones y la distancia entre dos ceros
consecutivos sera

Con esto, se sigue que una condicién suficiente para que las soluciones del problema original
tengan al menos n ceros en (a,b) es que

0, equivalentemente
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5. Estudio de autovalores del operador de Sturm-Liouville

Consideremos la ecuacion diferencial

i [ 2]+t - ar =0

Por el teorema de comparacién, podemos notar que si tenemos dos autovalores A1 y Ao, tales

que A1 < A tendremos que al comparar las soluciones de las ecuaciones

i [ ] e < = o

i [ 2] + a0 vty = o

tendrd més ceros en el intervalo [a, b] la asociada al autovalor Ag.
Consideremos para los siguientes lemas, las siguientes condiciones:

» La ecuacién de Sturm-Liouville en el intervalo [a, b] vamos a considerarla de la siguiente
forma:

y' = la(e) = Ar(@)ly =0
con las condiciones y(a) = y(b) = 0 (Dirichlet)

» Vamos a definir una funcién N(\) que consiste en el nimero de ceros de la funcién
solucién en el intervalo (a, b, asociada al nimero .
Lema. Para la ecuacion de Sturm-Liouville con condiciones de Dirichlet se cumple:
1) Si A1 < A2 implica que N(A1) < N(\2)
1) N(A) tiene una discontinuidad en A = \y.

Demostracion. La demostracion es una aplicacion directa del teorema de comparacién. En
efecto, si \; < A9 tendremos que

[g(z) = Ao r(2)] < [g(z) — A1 r(z)]
entonces,
Yz — la(z) = Aer(@)]y2 =0
tiene mas ceros en (a,b) que la asociada a A,

vl — la(z) = Arr()]yr =0

Con lo cual, podemos afirmar,
N(A) € N(A)

Ademads, como estamos en el caso de condiciones de Dirichlet, tenemos que y2(b) = 0, entonces
la asociada a Ag tiene un cero maés, con lo cual

N(}\l)SN()\Q)—l — N()\Q)—N()\l)zl
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Lo que implica que si A1 tiende a Ao la diferencia no tiende a cero, por lo que no hay conti-
nuidad. Entonces, el lema queda probado.

Analicemos el siguiente resultado.

Lema. Bajo las hipdtesis del lema anterior, se cumple
1) 0€ N(R). Esto es, el nulo es parte de la imagen de N()).

1) limy_ oo N(A) =0

Demostracién. I) Habiamos demostrado que si g(z) — Ar(z) > 0 la solucién era exponencial
real, por lo cual no tenia ceros. esto es N(\) = 0.

IT) Si A es tal que
2,2

nem
x)— Ar(x) >

o) = Ar(a) > 7

entonces, y)(x) tiene como minimo n ceros en [a, b], con lo cual N(\) > n. Entonces, como es

una cota superior, tendremos que el limite tiende a infinito.

Lema. Para un dado A, N es continua a la derecha de \. Ademds, A es una discontinuidad
de N(\) siy solo si yy(b) =0, en ese caso, se tiene

N(A) — lim N(\) =1
NA
Demostracién. Comencemos con N(A) = 0, para todo A. Esta es una funcién continua.

Supongamos, entonces, que N(\) =n > 0 y sean
a=11 <T9 < ... < Ty <D, yr(zj) =0

Y es solucién de
yx — la(@) = Ar(@)]y,=o

Como ¢/ (x1) # 0, y'(x2) # 0, v/ (x3) #0 ... ¥/ (xm) # 0, entonces existen € > 0y § > 0 tales
que si llamamos

Cj={zeclab]: |z—x4 <3}, C=CUCyU---U Cp, M =[a,b] - C
entonces, tendremos que se cumple x € C,
ya ()] > e

Esto se desprende de la continuidad de la derivada, g . Ademas, si consideramos que y(b) # 0,
tendremos que Z,, 7 b.

Consideremos
— fnf { |y}
er = f {140}
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Por la continuidad y derivabilidad de la derivada respecto al parametro A podemos afirmar
que existe un namero r > 0 si

A1 —o| <7 — lyn () —yn, (@) <1 A i, (@) — yh, (2)] < e

Para un dado A9, se cumple que si x € [a,b] — C entonces yy,(x) # 0 y tiene el mismo signo
que Yy, (x). Ademsds, y, tiene a lo sumo un cero en cada uno de los C; ya que los y), no se
anula en C.

Entonces, y,(x) se anula exactamente una vez en cada C;. Esto significa que
m—1<N(A) <m
Entonces, por el primer lema demostrado que N () es continua a derecha y

N(Al) — lim N(AQ) =1

)\2—>)\;

Si ademads, yy, (b) = 0 tenemos que existe también un cero de yy, en Cy,. Entonces, N(A2) = m
resultando N continua en .

Con los lemas anteriores se puede afirmar que los puntos de discontinuidad de N forman una
sucesion infinita Ay < Ao < Az--- con las siguientes propiedades:

1) Si A< A, entonces yy no se anula en (a, b]

11) Paran >1,si A\p—1 < A < A, entonces y, tiene n ceros en (a,b), ademds yy(b) # 0.

11) Para todo n > 0, y,, tiene exactamente n ceros en (a,b) y ademas yy, (b) =0

)
)
)
V) lim, 00 A\p = 00

Con los lemas anteriores podemos demostrar

Teorema. Los autovalores del problema de Sturm-Liouville

y" = lg(z) = Ar(x)] =0

forman una sucesion creciente
AM <A< Az < -

tal que
Iim A, =0

n—oo

Demostracién. Por los lemas anteriores se sigue que los autovalores del problema son las
discontinuidades de N () y las autofunciones son las y, ().

Nota: Los lemas y el teorema demostrado fueron para un tipo particular de ecuacién de
Sturm-Liouville,

y" = lg(z) = Ar(z)] =0
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Ahora, si queremos estudiar el problema general, dado por la ecuacién

% [ (@ )Zﬂ [g(z) = Ar(z)]y =0

Podemos cambiar la variable independiente

con este cambio de variable, tenemos

1 d 1 d
d§ = ——dx, entonces —=———
p(z) dr ~ p(z) dé
La ecuacion diferencial toma la forma

d dy

2] - ) - Aol = L o)~ )~ Al =0

p(x) d§ () d€

Es decir, en la variable &, la ecuacion diferencial la podemos escribir

d?y

= [q2(8) — Ar2(§)]y =0, (g2 = p(x) q(x), 12 =p(x)r(z))

es decir, en la forma que hemos estudiado el problema de los autovalores.

6. Desarrollos en autofunciones del Operador de Sturm-Liouville

Los resultados precedentes afirman que el operador de Sturm-Liouville en el intervalo [a, ]

L= 0|+

admiten una sucesién infinita, creciente de autovalores Ay, para la ecuacién

Llye] = Xer(x) ye

Es decir, con funcién peso r(z).

Para el caso en que la funcién peso r(z) = 1, tenemos que las autofunciones y, son ademas
ortogonales para el producto interno

b
<ﬂ@=/f®ﬂ®ﬁ

Con esta definicién de producto interno, el operador era autoadjunto, por lo que las autofun-
ciones asociadas a autovalores distintos eran ortogonales.

Con estos resultados, tendremos que el conjunto

B:{ylvy%'"?ynv"'}
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es un conjunto infinito y ortogonal.

Aplicando resultados del Anélisis Funcional, se puede afirmar que este conjunto forma una
base completa, por lo que cualquier funcién continua a trozos en [a, b] puede desarrollarse de
manera analoga a lo que se vid para series de Fourier.

Ademas, todos los resultados validos para el desarrollo de la teoria de las Series de Fourier
son vélidos.

7. Ortogonalidad con funcién peso 7(x)

En el caso en que la funcién r(z) # 1, tendremos que el problema de autovalores sera

d

Tz [p(m)dy} +q(z)y = Ar(x)y

dx

Para este caso, si el producto interno lo definimos como

b
f lg)r = / £ () g(t) dt

es decir, con una funcién peso, r(x).

Para este producto interno, el operador de Sturm-Liouville sigue siendo autoadjunto,

(LU g)r = (f [ Llgr

Con lo cual, con las autofunciones podemos definir una base para el espacio de funiones
continuas a trozos en |a, b].

8. El Problema Inhomogéneo. La Funcién de Green

Con la teorfa desarrollada para el problema de Sturm-Liouville homogéneo, consideremos

ahora el problema

f% [p(x) Zﬂ +q(x)y = f(z)

en el intervalo [a, b], con las condiciones de contorno de Robin
ary(a) +azy'(a) =0
b1 y(b) + bay/(b) =0

Para la resolucién de este problema, consideremos la funcién de dos variables
G :la,b] x [a,b] = R

que satisface
L,[G(z,2")] = §(x — )
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y las condiciones de contorno (en la variable x)

/
alG(a,x')+a28Gg;jx):O
IG(b,z")
b1 G(b, ') + by — "> =
1G(b,2") + by o 0

con estas caracteristicas para la funcion G, podemos notar que la solucién para el problema
inhomogéneo serd

b
va) = [ Glas!) 10! da'
a
En efecto, si aplicamos el operador de Sturm-Liouville a ambos miembros tenemos

Ay G’y £ da’

Ahora, como el operador sélo deriva en la variable x, podemos aplicar el operador dentro de
la integral,

Entonces, ,
Ll = | 8(a/ ~2) f(a') da' = f(a)

Es decir, la solucién del problema. Esta funcién G(z, 2’) es la denominada _Funcidn de Green.

Ademss, al imponer que la funcién de Green satisfaga las condiciones de contorno, tendremos

b b /
al/ G(a, ") f(2) dx’+a2/ mg;x)f(x/) dz’

b ! b
= / [alG(a,x’)—l—agaGg;:E)} f(x’)dx':/ 0-f(2')dz' =0

a1 y(a) + azy'(a)

Y lo mismo para el extremo b.

8.1. Construccion de la Funcion de Green

Dado el problema de Sturm-liouville homogéneo

d

Llyl = " dr

) 2] + a0y =0

Por el Teorema de existencia y unicidad, tenemos que existen dos soluciones linealmente
independientes y;(x) e y2(x) las cuales satisfacen las condiciones de Robin por separado

a1 y1(a) +azyi(a) =0

b1 y2(b) + bayh(b) =0
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Esto nos permite proponer la Funciéon de Green como

G(z,z') = c(@)y(z) a<az<a
’ co(2)y2(z) 2/ <z <b

Para la determinacién de las funciones ¢;(z') y co(2’) debemos hacer uso de la propiedad de
la funcion de Green, esto es,

LIG(z,2')] = §(2’ — z)

Esta propiedad es equivalente a

b
/ LIG(z,2")]dx =1

Efectuemos el calculo de la integral de la siguiente manera:

/abL[G(x,a:')] dr = /azl_E L[G(z,2")] dx + /x

Por la definicién de la delta de Dirac, las integrales de los extremos son nulas, por lo cual

b
L|G(x,2")] dx + / LIG(z,2")]dr =1

z'+e

z'+e

'—e

z'+e
/ LIG(z,2")]dx =1

/:’Jre {_8856 [p(:c) 8(1(89:1"’)] + q(z) G(a:,gc’)} dr =1

—€
Dada la continuidad de la funcién ¢(x) y al imponer la continuidad de G(z,2’) en x = '), al
tomar limite para € — 0, tendremos
x'+e

lim q(z) G(z,2")dx = 0

e—0 2 —¢
Entonces, lo que debe ocurrir es

el . G (z, )
lim | {‘ax {p@)ax]}dl’—l

£

Notemos que la integracion es trivial, ya que estamos integrando una derivada. Entonces,

aGg; :c’)]

z'+e
=-1

' —e

lim [p(x)

e—0

En virtud de la continuidad de p(z), el miembro de la izquierda se puede escribir:
0G(z'T,2") OG22
o) [P _ 20)

-1
ox ox

lo que implica que la derivada de la funcién de Green tiene una discontinuidad en z = 2’ de
salto —1/p(a’)

Con estas caracteristicas para la funcién de Green y en virtud de la propuesta hecha para la
representacion de la misma, tendremos que

c1(2 )y (2)) — co(2)y2(z') = 0 (continuidad de la funcién)

c1(2)y) (@) — co(2)yh(z)) = @) (discontinuidad de la derivada)
p(x
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Las funciones que eran desconocidas, ¢1(z') y ca(2') pueden ser halladas ahora resolviendo
este sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas. Del calculo directo, obtenemos:

1 (:L‘/) _ y2(x/)
p(@") Wy (z'), y2(a')]
er) = - n(z)

p(@") Wiy (2'), y2(2')]

donde
Wiy ('), y2(2")] = y1 (") yo(2") — y1 (") ya(2')

es el Wronskiano de las funciones y; e yo, el cual es no nulo puesto que las funciones son
linealmente independientes.

Entonces, la funciéon de Green es

y2(2)yi(x) a<a<a

AN (71)
G(z,2') = p(@") Wiy, y2l (2') () ya(z) o' <z <b

Cada operador de Sturm-Liouville tendra su funcién de Green asociada, la cual luego servira
para cualquier problema inhomogéneo, ya que la solucién serd

b
vo) = [ Gl ) o
donde f(z') es la inhomogeneidad.

Ejemplo 1. Hallar la funcién de Green para el operador de Sturm-Liouville

d2
" da?
con y(a) =0ey(b) =0
En este caso, p(z) = —1y ¢q(z) = 0.
Las soluciones de la homogénea seran
yi1(z) =z — a, yo(z) =2 —b

El Wronskiano seréa:
Wiy, el =y1vh —y1ye=(x—a) —( —b)=b—a
Con esto, tenemos la funcién de Green

(@ =b)(xr—a) a<z<a
G(x,2") =

b—a
(' —a)(x—b) 2 <xz<b
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Ejemplo 2. Hallar la funcién de Green para el operador:
d2

=2
dxz?

2
+ wj

Con las condiciones

En este caso, p(z) = -1y ¢q(z) = wg.

Las funciones solucién de la homogénea que satisfacen en los extremos del intervalo las con-
diciones de contorno seran

yi(z) = senlwo(z — o)), y2(x) = senlwo( — b)]
El Wronskiano
Wy1, y2] = wo{senfwo(z — a)] cos[wo(z — b) — cos[wo(z — a)] senfwo(z — b)]} = wo sen[wo(b—a)]
Entonces, la funcién de Green sera:

senfwo(2’ — b)] senfwo(x —a)] a <z <2

1

Gz, 2) = wp senfwo(b — a)]

senfwo(x’ — a)] senfwo(z —b)] o' <z <b

9. Expansion de la Funcién de Green en Autofunciones del
Operador de Sturm-Liouville

Como se ha visto, las autofunciones del operador de Sturm-Liouville

d d

L= o) 3] +at@)

definido en el intervalo [a, b], forman una base ortogonal para el espacio de Hilbert de funciones
cuadrado integrables en [a, b],

Entonces, dada una funcién ¢(x) cuadrado integrable en dicho intervalo tendremos

R S NN
¢(z) ; T2 @

donde .
(6lr) = / o) he(a') i’

Reemplazando en la expresién, tendremos

o) =3 ot " s bl e

(=1
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Dada la convergencia uniforme de la serie, podemos reagrupar

1/}8 / /
A{Z T }WW

Entonces, por identificacién, tendremos que

W /
6 _
Z HWH? (@ —2)

Con este resultado, escribamos la funcién de Green desarrollada en autofunciones

Gla,a') = 3 ara’) vula)
/=1

Si aplicamos a ambos miembros el operador de Sturm-liouville, tenemos

> ala!) W(x)]

(=1

L.[G(z,2'

Como L opera en la variable x, y aplicando la definiciéon de funciéon de Green, resulta:

§(2' —x2) = Z ap(z") Ltpe(z)]
/=1

Ademds, tenemos que las 1y(z) son autofunciones y lo obtenido para la (2’ — z):

/lp o0
Z s =2 ada) deela)

=1

Entonces, obtenemos para las funciones ag(z’)

n _ wg(:tl)
A [[4e]|

Con lo cual, la expresion de la Funcion de Green en autofunciones del operador sera:

el
Z Ao IIWH2

ag(x

Ejemplo. Hallar la funciéon de Green para el operador
d2
L= 7o) + wp

con las condiciones
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mediante la expansién en autofunciones.

Las autofunciones seran solucion del problema de autovalores

d?y

W‘F(/\—W(Z)W,\:O

Para que satisfaga las condiciones de contorno, tendremos que

¥a(x) = sen {mx]

Para que en x = —7m y x = 7 se anule, tendremos la condicién

Entonces,

Con estos autovalores, las autofunciones seran:

Ye(x) = sen(lx)

y la expresién de la funcién de Green en autofunciones sera

G(z,a') = Z sen({ z') sen(f x)

— (02 4+ wd)m
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