Polinomios de Legendre

Aplicaciones



Notas de Clase Ecuacién de Legendre

1. Introduccién. Motivacion

En un conjunto muy amplio de problemas de la Fisica Matematica, nos encontramos con el
problema de resolver ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que involucran al Lapla-
ciano de una determinada funcién

0?®  9*°® 0%

Ox? + Oy? + 022

Ademids, dependiendo de cudl es la simetria del problema a analizar -esto es, donde se fijan
las condiciones de contorno, por ejemplo- la eleccién de un sistema de coordenadas adecuado
se vuelve fundamental. Si las condiciones de borde se dan sobre un cubo, las coordenadas
cartesianas son las adecuadas. Si las condiciones son impuestas sobre la superficie de una
esfera, serdn las coordenadas esféricas las que mejor (y més simple) describan el problema. Y
asi, segin las condiciones y simetrias del problema habra coordenadas preferenciales.

Vi =

1.1. El Laplaciano en Coordenadas Generales

Al efectuar un cambio de coordenadadas de la forma (en R?)

7' — /a(x,%z) (a: 172,3)

Vamos a expresar el Laplaciano de una funcién ¢ ahora en estas nuevas variables. Un aspecto
a resaltar es que sélo en coordenadas cartesianas es la suma de las derivadas segundas, y esto
se debe a que ademads de considerar coordenadas cartesianas, adoptamos el producto interno
canénico (producto escalar) para la determinacién de distancias (la deficinién de la distancia
es fundamental para la descripcién de un espacio).

Si por ejemplo elegimos las coordenadas cilindricas, el cambio serd

_ :v2+y2
0 = arctan [Q]
T
z = z

Si hubiéramos elegido coordenadas esféricas:

x = 7 cos(¢) sen(h)

z = 7 cos(h)

¢ es el dngulo azimutal, es decir, en el plano zy (y su variacién es de 0 a 27) y 0 es el dngulo polar,
el que varia desde 0 a 7.

en este caso, dimos el cambio de manera inversa, es decir, las coordenadas originales, respecto

de las nuevas.

La pregunta es ; Como queda la expresién del Laplaciano al efectuar el cambio de coordenadas?

Obviamente, haciendo el cambio de coordenadas y aplicando la regla de la cadena, el Lapla-
ciano deberd poder obtenerse, no sin esfuerzo y como ocurre en operaciones tan extensas, con
alta probabilidad de error.
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1.2. El elemento de arco. El Tensor Métrico

En R? y R3 el elemento de arco se define inicialmente a partir de un sistema de coordenadas
cartesianas
ds? = da® + dy?, ds? = da? + dy? + dz*

Realizado el cambio de coordenadas y calculando el ds? se obtiene, en las nuevas coordenadas
3 3
ds® = daz® + dy? + d2* = Z Z guda™ dz" = g da™ dz™
p=1v=1
donde las cantidades g,,,, son las coordenadas del tensor métrico en este sistema de coordenadas
Coordenadas Polares. En coordenadas polares,
x=pcos(f), y=psin(f)

entonces,

dx = cos(0) dp — p sin(0)df,  dy = sin(0) dp + p cos(6)dl

Calculando el elemento de arco,
ds? = dz® + dy? = dp? + p? d6?
Con lo que las coordenadas del tensor métrico seran

9op =1, o0 = 90, =0, gop = p°

elpotares = |77 9= |0
polares 9op 960 0 p2

Coordenadas Cilindricas. En coordenadas cilindricas,
x=pcos(f), y=psind) z=z
entonces,
dx = cos(0) dp — p sin(0)dh, dy =sin(0)dp + p cos(0)dd, dz=dz
Calculando el elemento de arco,

ds? = dz® 4+ dy? + dz? = dp® + p? d6* + dz*

Gpp  9pb  YGpz 1 02 0
[g] cilindricas — |90p 9606 96z | = 0 P 0
9zp G920 Yzz 0O 0 1

Coordenadas Esféricas. En coordenadas esféricas, el cambio de coordenadas es,

x =1 cos(p)sin(f), y=rsin(p)sin(f) z=rcos(h)
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entonces,

dx = cos(yp)sin(f)dr — r sin(p) sin(f)dy + r cos(p) cos(0)dod
dy = sin(p)sin()dr + r cos(p)sin(0)de + r sin(p) cos(6)do
dz = cos(f)dr —r sin(0)d6

Reemplazando en el elemento de arco, obtenemos,

ds* = da?® + dy? + dz* = dr® + r* sin®(0) dp* + r?db?

Grr  Gro  9ro 1 0 0
[g]esfericas = |Yer Yoo YGeo| = 0 r? Sin2(9) 0
gor 9oo 990 0 0 r2

1.3. Calculo Invariante del Laplaciano

El Laplaciano en coordenadas esféricas y cilindricas es intrincado para obtenerlo a partir de
la simple sustitucién de coordenadas y calculo de derivadas segundas. Sin embargo, mediante
técnicas del andlisis tensorial, la expresién es mucho maés sencilla.

La técnica es la siguiente:

Dado el cambio de coordenadas, obtenemos la expresién del elemento de arco ds?

Obtenemos las coordenadas del tensor métrico, g,

Obtenemos, de manera matricial, el inverso, que llamamos ¢**

» Llamemos g al determinante de g,,,,
Con estas definiciones, calculamos

- E Y [

a=1p=1

iS)

Coordenadas polares. En coordenadas polares, g = p?, el

0
8 Tpotares = |20 0| = |0 3
polares g’ g 0 2
Entonces,

e e

Oul 1 0%
Pop| ™ 2 062

Reemplazando, tenemos

19
Viu=~-— [
pOp
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Coordenadas cilindricas. En coordenadas cilindricas, g = p?, el
g g g 1 0 0

-1 _ |0 00 0| _ 1
[g ]Cilindm’cas = 197" g , g’ = |0 2 0
gZP gZ gzz 0 0 1

Entonces,

1
Viy =
7

Reemplazando, tenemos
3} [ 8u} 1 9%u  0%*u

1
2, + 9 dup  lou OJOU
Viu= pOp pap + p? 002 + 022

st gralors] -l

Coordenadas esféricas. En coordenadas esféricas, g = r*sin?(#), el inverso resulta

grr grgo gr9 1 0 0
-1 o o _ 1
[g ] esfricas g:T g:@ 959 = |0 r2 sin?(9) (1)
9" 9% g 0 0 L

Entonces,
1 0 - ou 1 0 ou
Viu = [ 4 sin?(6 } — {\/T4sin2 0 ‘W]
r4sin?(9) Or ©)a” or rsin?(0) 0p ©)g Dy
1
+ 9 [ rtsin?(f)g Ggﬁ

Reemplazando, tenemos
ou

G2y 10 [ 0 NN R ) IO S L
T 29 | or] ' r2sin(0) dg |sin(f) dp| | rZsin(6) 90 00

2. Solucion para la Esfera mediante Separacién de Variables

Si la funcién ®(r, 0, ¢) es separable en la forma

(I)(T> 12 9) = R(T) Y((p, 0)

El Laplaciano toma la forma
d’R  2dR
29 — i
Vo = Y(p,0) [er +rdr} +
1 0. 0Y(p0) 1 0%Y(p,0)
+ RS Lin(e) BT, [Sm(e) 0 } sn2(0) 02
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Entonces,

RV e ST ') a2 Trar
1 { 1 a[sin(e)ay(<p,9)]+ 1 62Y(¢,9)}

Y (¢, 0) | sin(6) 80 06 sin?(9)  0p?

Considerando que las variables son separables en el sentido presentado, tenemos que la ecua-
cién de Laplace en esféricas la podemos escribir

72 5 72 [dQR 2dR}

_|_

R [dr?  rdr Y |sin(f) 06 i 00 sin?(f) 0% |

o bien
r? [d*R  2dR 1 1 of. oY 1 0%
— Sl tol = v lomag S0 | + 555
R | dr rdr Y |sin(6) 00 00 sin®(6) ¢
sélo depende de r sélo depende de 0 y ¢
Para que esto ocurra, se debe cumplir
r[£R 24R] _ .
R\|dr?2  rdr|
1 1 90 oYy 1 9%
— — 0)— = C
% [sm(@) 26 [Sm( )89] T 20 aw]
2.1. La Ecuacién Radial
La parte radial de la ecuacién es
d’R dR
2
- 2 - —
r er—i— rdr—i—CR 0

Es decir, la Ecuacion de Euler que ya hemos analizado.
Proponiento una serie de potencias de R =>";2 aer’ llegamos a
> agle(t—1)+204+Cr' 2 =0
Entonces, C es
C=—t(l+1)
Entonces, la solucion general sera

1

0
Y +BrY

b=A

Con este valor de C' vamos a la ecuacién para Y (6, ¢)
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2.2. La ecuacién en 6 y ¢

Para la funcién Y (6, ¢) la ecuacion diferencial es

2
Sinl( ; - [sm(e)?g] b G g—f 0+ 1) Y (,6) = 0

Si efectuamos el cambio de coordenadas £ = cos(f) tendremos que las derivadas las podemos
escribir:

oY i oY
% = — Sln(e) 875
0%y oY 0%y
W = — COS( )87&_ —+ Sln (0)8762
Reemplazando en la ecuacion para los angulos tenemos
Nad 1 9%
1— ) =

Si proponemos Y = Y1 () ™% con m € Z y reemplazamos en la ecuacién, tenemos

{(1_52)32“—258“ [(€+1) m* ]Yl} ¢me —

€2 o0& 1—¢&2
que es satisfecha por la funcién solucién de
82Y1 8Y1 m2
1—¢? —2 041 Yi=0

que es la Fcuacion Asociada de Legendre.

3. Simetria Esférica y Azimutal: La Ecuacion de Legendre

Si consideramos que por razones de simetria la funcion ® no puede depender del dngulo ¢,
tenemos que es equivalente a m = 0 en la ecuacién asociada de Legendre. Entonces, bajo esa
hipétesis, tendremos

(1-¢ )dd? 2§¥ +0(l+1)Y; =0

que es la ecuacién conocida como FEcuacion de Legendre.
3.1. Solucién por series de la Ecuacion de Legendre
Consideremos la ecuacion de Legendre, en la variable x.

(1 —2%)y"(x) — 22y (x) + £(£ + 1) y(z) = 0

Dado que z = 0 es un punto ordinario, podemos proponer la solucién en serie alrededor de
z =0,
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Entonces,
o oo
Y (z) = Z cp ka1t y"(z) = Z ek (k—1)2F2
k=1 k=2

reemplazando en la ecuacién diferencial, tenemos

(1-4?) li ik (k 1>wk—2] ~ 2 li okt

k=2 k=1

0+ 1)

ickxk] =0

k=0

como ya se ha visto en el método de Frobenius, la bisqueda de los coeficientes ¢ se hara
analizando los érdenes en la variable z. Si realizamos la distributiva en el primer término y
agrupamos todo lo que tiene mismo orden en z, tenemos

ickk(k—l)ku—[ickk(k— ]—QIchkx
k=2 k=0

k=0

+0(0+1)

chx]:

0(41) —k(k+ D] ez =0

Nk

Z ek (k—1)2"2 +
k=2

en la primera sumatoria, si cambiamos k' = k — 2, tendremos

b
Il

0

[e.e]

D Cpga (K +2) (K + 1) + > [0+ 1) — k(k+ 1)) epa® =0
k'=0 k=0

0, ya que se suma en todo k’, podemos usar k en vez de k’, resultando:
o
D fenso (B +2) (k+1) + [0 +1) = k(k+1)] e} ¥ =
k=0

que resulta en la relacién de recurrencia

0+ 1) — k(k + 1)
k+2)(k+1)

Ck+2 = — Ck

de esta recurrencia se puede observar que
» ¢ define la familia de coeficientes de indice par
s ¢ define la familia de coeficientes de indice impar

Esto es consistente con el hecho de que hay dos soluciones linealmente independientes.

y(@) =co > bara® +e1 Y bopyr 2

par impar

Otro resultado que se desprende de la relacion de recurrencia de coeficientes es lo siguiente:

Si £ es un ntimero natural, una de las soluciones serd polinémica, de grado /.
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4. Polinomios de Legendre
Dada la ecuacién de Legendre, con £ € N,
(1—2%)y"(x) = 2zxy/ () + Ll + 1) y(x) =0

La solucién polinémica de grado ¢ que ademas en x = 1 valga 1 es el denominado polinomio
de Legendre de grado £.

En otras palabras, los polinomios de Legendre son la solucion polinémica de la ecuacion de
Legendre, que satisfacen Py(1) =1

(1 —2%) P)(x) — 22 Pj(x) + £({ + 1) Py(z) = 0, P(1) =1

Los primeros polinomios de Legendre son,

¢ ] P |
01
1|z
2| £(322 — 1)
3| 3(52% — 3x)
4| 5(35a% — 3027 + 3)
5 | 5(63a° — 7023 + 152)
6 | £-(2312% — 3152 + 1052 — 5)
7 | :(42927 — 6932° 4 3152° — 352)
8 | 155(64352° — 120122° + 69302 — 12602” + 35)
9 | 135(121552° — 2574027 + 18018z° — 46202 + 315z)

La otra solucién de la ecuacién de Legendre es la serie infinita.

4.1. Propiedades
Las propiedades més relevantes de los polinomios de Legendre son, a saber

[. Férmula de Rodrigues.

1 d g, ¢
Pula) = g [0 = 1]
II. Relacién de Recurrencia.
(L+1)Prpq(z) = (204 1) x Pp(z) — £ Pp—q(x)

III. Ortogonalidad.

1
9
Py(x) Py - ,
/_1 o(w) Pe(z) d 2e+15”

IV. Funcién Generatriz.

1 o0
- _NT Pt
Vit -2t ;_; ()
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V. Paridad.
Py(—z) = (—1)"Py(x)

Vamos a demostrar algunas de las propiedades

Ortogonalidad.

1
2
/_1 Py(z) Py(x)dx = ST Oper

Consideremos dos polinomios de Legendre de grados £ y /. Ambos satisfacen sus respectivas
ecuaciones de Legendre

d? d
1—2®)—[P]—2z— [P+ (({+1)P =
( $)dx2[e] $d$[£]+(+)z 0

2 d2 d ! (!

Estas ecuaciones pueden escribirse como

d dPy

— (1 =2z?)—= Hp =
Ia [( a:)dll—i-ﬁ(ﬁ—i— ) Py 0
d 2dP£/ / /

— (1 —2%)— Gl +10)Pr = 0
&=t vewsnn

Multiplicando la primera ecuacién por Pp y la segunda por P, y restando, obtenemos:

d

d aPy
dx

-2 p- L a- T Pm @y - e P

Integremos entre —1 y 1 el miembro de la izquierda:

1 d N ' d 2y AP
[l [ & o e

1 1
dPy dPy
— 1 — p2)2£ de b —
1 /_1 (-2 dr dx x}

1 1
dPy dP;
— 1— 22 —dzr =0
_1 /_1 (1=2%) dr dx x}

El calculo de
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Lo dejaremos para después que demostremos otra propiedad.

Férmula de Rodrigues. La férmula de Rodrigues (Olinde Rodrigues, 1795 - 1851) es ttil
para la obtencién de los polinomios de Legendre. Este resultado se generalizd y varias funciones
denominadas especiales pueden obtenerse a partir de una férmula de Rodrigues.

Para llegar a la férmula de Rodrigues, utilicemos la recurrencia de los coeficientes,

0e+1) — k(k+1)
(k+2)(k+1)

Ck+2 = — Ck

En particular, si vamos de manera descendente, podemos obtener

0e—1) (C—2)(t—3)  L—1)(—2)(—3

-1 P AT T -3y T 20— 1)(20-3)

Co—2 = Ce

Entonces, podemos escribir:

Piz) = e laf — (0=1) op , H-DE=2)(=3) ,y
¢ ¢ 2(20 — 1) 22(20 — 1)(2¢ — 3)
-1 =2)(=3)(( —4)(L=5) 4

N BRi—1)(l—3)i—5 ~ T

Evaluando en z = 1 se debe cumplir P(1) = 1, entonces,

oy e - -2E-3) (- 1= (-3 - (- 5)
- 2020—1) " 22(20—1)(20 - 3) 23(20 — 1)(2¢ — 3)(2¢ — 5)

podemos notar que si fijamos
(2¢—1)N
2!
con (20 — ! = (20 —-1)(2¢ —3)(2¢—5)---5-3 -1, se cumple la condicién Pp(1) = 1.

Cyp =

El polinomio de Legendre de grado ¢ se puede escribir, entonces,

C@e-1)n W=1) ., LE—1)E=2)(—3) ,
Pz) = —5 [””‘U£_2(2£—1)x“4r 92(20 — 1)(20 — 3) -
LRI GRIEL AN

23(20 — 1)(2 — 3)(2( — 5)

Si integramos £—veces esta expresion, tenemos:

(20D [ o oo Al =1) 9y
ot |© T T

En el corchete estd la expresion del binomio de Newton (22 — 1)*. Entonces,

(20 — 1)

(20)] (= — 1)

— 2 4
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Como esta expresion es la integral n—ésima, tendremos

/4
Pia) = gy [(@? = 1)]

que es la Formula de Rodrigues.

La funcién generatriz. A partir de lo obtenido para la resolucién de la ecuacién de Laplace

P, |
0x? = Oy 022

en coordenadas esféricas y con simetria azimutal, habiamos llegado a
1 . 1 .
= Aﬁ-f-BT‘ Y1(0) = Aﬁ+Br Py(cos(0))

Por es denominado pricipio de superposicion y por la linealidad de la ecuacion diferencial,

tendremos:
(oo}

u=> [A,_; % + By r’f} Py(cos(8))

=0
Si ademds, imponemos que nuestra solucién de cuenta del problema interior a la esfera unidad,
esto es, que en 1y no diverja, entonces, Ay = 0. Luego,

u= Z Byt Py(cos(0))
£=0

Finalmente, si 8 = 0, esto es, calculamos el potencial generado por una particula en un punto

del eje z, con lo cual, serd u = ﬁ entonces,

o

Z T Pg COS ZB[T‘ Pg ZBZT

(=0

Por identificacién con la suma geométrica, no queda otra posibilidad que By = 1 para todo 4.

Entonces,
u= Z ¥ Py(cos())
=0

Esta es la funcién que es la inversa entre la distancia entre un punto de la esfera de radio
unidad y un punto del interior de la misma.

El cédlculo de la misma, es sencillo, ya que es

1 1
A V12 +12 =27 cos(0)

u =

Entonces, igualando,

1 o0
¢
7" Py(cos(#
V1472 =27 cos(0) ZO
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Si usamos ¢ en vez de r y & = cos(6) queda la propiedad demostrada.

Norma de P;(x). Consideremos la funcié generatriz y su desarrollo en polinomios de Le-
gendre,

\/1+t2—2t:c Z

Elevando al cuadrado a ambos miembros, podemos escribir:

ZPg ] ZPZ(:::)#]
=0

1+t2—2t$

0, equivalentemente,

T T Z >~ ) P

=0 ¢=0
Integrando a ambos miembros respecto de x entre -1 y 1, obtenemos

1
L+
[ e [ X3 A R+ as

Ly—0 ¢=0
La integral de la izquierda es directa, resultando

1

w\»—l

/1 B S R Gt e -y log(1 + ¢) — log(1 — £)]

L1+ =2t 2t

Ahora, los desarrollos de Taylor de los logaritmos involucrados son

log(1+1t) = i(_l)w t

/=1 ¢
—log(l1—t) = i (_2)% o
=1
Sumando,
log(1+1t) + (=1)log(1 —t) = éf; ((—1)€;1—1)$€
Ademss,

((_1)“1_1): 2 { impar
0 ¢ par

Entonces, como del lado derecho podemos aplicar la ortogonalidad ya demostrada, tendremos:

o oo

éz%%ilt%:z [/1 P€2(x)dx] 12

=0 /1

Entonces,

1
2
P? =||IP 2__=
| @ = 1P = 5
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5. Aplicaciones I: Calculo del Potencial

Calculemos el potencial gravitatorio (o electrostatico) generado por una particula (o carga)
ubicada en un determinado punto del espacio. En particular y sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que la particula yace sobre el eje z, como indica la figura.

z
d(r,0)
A
m
d
VA -
y

X

Notemos que el potencial no depende del dngulo azimutal, ya que el valor del potencial es el
mismo a z = cte

El potencial en el punto sera:

D(r,0) = —Gm%

Por el Teorema del coseno, podemos calcular A
A? = d% + 72 —2dr cos(h)

Entonces,
1

m
VA2 + 12 —2dr cos(f)
Si consideramos r > d podemos extraer factor comin dentro de la raiz

Gm 1
" \/1+ff—§—2gcos(0)

O(r,0) =-G

O(r,0) = —

Si llamamos a = g podemos escribir

Gm 1

O(r,0) = —
(r.6) 7 /14 a2 —2acos(d)

Podemos notar que

1
V1+ a2 —2acos(f)

es la funcién generatriz de los polinomios de Legendre, pero en vez de z, en cos(f) y en vez
de t, «

Entonces, la expresién del potencial gravitatorio serd
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®(r,0) = —GTm g Py(cos(0) o, (a _ d)

Ya que conocemos los primeros términos, veamos la expresién del potencial, bien lejos de la
particula.

Los primeros términos del potencial seran

B(r,0) = _Gm{Po(cos(Q))ozo N Py (cos(8))at N Ps(cos(6))a? L }

r T r

Reemplazando los polinomios de Legendre

3 2 _ 2
@(T,G):_Gm{i_i_ CO&:g)d+ (3 cos (23)3 1)d +}

El primer término es el potencial generado por la masa m como si ésta estuviera en el origen
del sistema de coordenadas.

Si el potencial hubiera sido el electrostatico, tendriamos

2n6) = 477150 {q L cos0)dg | Beos™(0) —Dgd” }

r r2 2r3
El primer término se lo conoce como término de monopolo.

El segundo término recibe el nombre término de dipolo.

El tercer término recibe el nombre de término de cuadrupolo.

6. Aplicaciones II: Potencial de Mareas

Otra aplicacion de los Polinomios de Legendre es el calculo y andlisis del fenémeno de mareas.

6.1. Definiciones

» Masas. Vamos a condiderar un sistema definidio por una particula puntual (satélite)
de masa m y una distribucién continua de materia (planeta), cuya masa total serd M .

e Masa del Planeta: M
e Masa del Satélite: m

= Origen y orientacion de ejes. Vamos a considerar un origen dentro del planeta, cuyo
eje x estara en la direccién de la ubicacién instantanea del satélite.

s Indicacién del Sistema de Referencia. Vamos a adoptar un subindice p para indicar
que las coordenadas son referidas al sistema de referencia con centro dentro del planeta.
Esto es 7, = (xp, yYp, 2p) €s la posicién de un punto P en el sistema de referencia con
origen en el planeta.
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Graficamente, la situacién planteada sera

El potencial en el punto P sera

Gm Gm

)= -
d \/7"2 + 12 —2r7r), cos(v)
donde r), = ||7}|| y lo propio para r.

Asumiendo r > 7, y desarrollando en polinomios de Legendre, tenemos

. Gm > 7t
U(rp) = -~ = —sz 7'5‘1;1 Py(cos(1))
£=0
Entonces,
1 3cos?(y) — 1)r2
U(Fp)Z—Gm{T-I-TpC:gSW)-F( (2164)3 )p+"'}:UO(FP>+U1(FP)+U2(FP)+“'
Analicemos cada término:
n U()Z G
. m
Uo(7p) = T

Este término no depende de 7, por lo que lo podemos considerar constante. No aporta
a ninguna fuerza.

"o G G
N m m
U]_('I"p) = —TTTP COS(’(,Z)) = _7‘73 r- Tp

Este término produce una fuerza constante (que no depende de 7)) ya que

Gm

VU] = _TTF

Los demds términos dependen de 7, tanto en el potencial como en la fuerza.
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6.2. El potencial de marea

Teniendo en cuenta el andlisis precedente, vamos a considerar potencial de marea a la parte
del potencial que produce fuerza no constante, esto es,

— N Gm Gm oo
Umarea(7p) = U(7p) + R
entonces,
— Gm T 2 r 3
Umarea(Tp) = — . { [7’3} Py(cos(v))) + [7]3] Ps(cos(1p)) + - - - }

Si consideramos el caso en que r > 1, podemos aproximar el potencial de marea con el primer
término, esto es,
Gm [rp]?
— | P»(cos
2] Pafeos(w)
Si consideramos, ademas, que el planeta es esférico, de masa M y radio R y evaluamos el
potencial de marea sobre la superficie del planeta, tendremos

Umarea (Fp) ~

Gm _, 9
Unarea(R) = —2—73}2 (3cos“(yp) — 1)
Si queremos expresar este potencial en funcién de la gravedad superficial,
GM
9=
m1 [R]? 3cos?(1p) — 1
iy =9 [2] [2] a [1201-1]

Amplitud de Marea. Llamando amplitud de marea, £ a la expresion (Murray & Dermott)

e=[2] ] x

Podemos escribir

2
Graficamente,
u
2(p)—
Upparen = _gg (3cos*(y)—1)
z T . 2y

Los méximos y minimos se alternan por intervalos de 7/2, es decir, cada 6 horas. Esto es,
cada 12 horas hay pleamar y cada 12 horas bajamar.

Cétedra: Matemdticas Avanzadas



Notas de Clase Ecuacién de Legendre

7. Bibliografia Recomendada

= Boyce, William E.; Diprima, Richard C. Ecuaciones diferenciales y problemas con va-
lores en la frontera, Ed. Limusa (1991)

» Kellog, Oliver D. Foundations of Potential Theory, Ed. Dover (1953).

s Kreider, D.; Kuller, R.; Ostberg, D.; Perkins, F. Introduccion al Andlisis Lineal, Tomo
11, Fondo Educativo Interamericano (1971)

s Murray, Carl D.; Dermott, Stanley F. Solar System Dynamics, Ed. Cambridge Univer-
sity Press (1999)

= Simmons, George F. Differential equations with applications and historical notes, Ed.
Mc Graw Hill (1972)

Cétedra: Matemdticas Avanzadas



	Introducción. Motivación
	El Laplaciano en Coordenadas Generales
	El elemento de arco. El Tensor Métrico
	Cálculo Invariante del Laplaciano

	Solución para la Esfera mediante Separación de Variables
	La Ecuación Radial
	La ecuación en  y 

	Simetría Esférica y Azimutal: La Ecuación de Legendre
	Solución por series de la Ecuación de Legendre

	Polinomios de Legendre
	Propiedades

	Aplicaciones I: Cálculo del Potencial
	Aplicaciones II: Potencial de Mareas
	Definiciones
	El potencial de marea

	Bibliografía Recomendada

