Fundamentos de Mecanica Cuantica

Postulados y Primeras Consecuencias



Notas de Clase Fundamentos de Mecéanica Cuéntica

1. Introduccién

En estas notas abordaremos los aspectos formales de la Mecanica Cuantica, principalmente a
partir de la formulacién axiomatica, es decir, de los postulados.

No serd parte de este material el desarrollo previo de la Fisica Cuantica que dié lugar a la
formalizacion, sino que comenzaremos directamente de su més acabada formulacién, aunque
parezca extremadamente artificial.

Para hacer un recorrido méas histérico y desde los experimentos fisicos y resultados de los
mismos, invitamos a revisar los materiales que se dan en la bibliografia.

2. Notacion de Dirac

Paul Dirac ha propuesto una notacién a partir de la cual se puede desarrollar toda la teoria
del Algebra Lineal, como asi también -y fundamentalmente- la teoria de Fspacios de Hilbert.

Consideremos primero un espacio vectorial V' cuyo cuerpo sea el de los complejos, dotado de
un producto interno. En este espacio existe una operacién binaria, (e|e), que satisface las
siguientes propiedades:

I. (e]e):VxV =C
II. (d)w) = (W|v)*,  (* indica conjugacién en complejos)
III.  (F|A W + W) = X\ (T|w) + (U|wWs) (lineal en el segundo argumento)

—,

W
IV. Si##0, (4]7) > 0. Ademds, (0/0) =0

Podemos notar que dada la linealidad respecto al segundo argumento, si fijamos un vector,
por ejemplo ¥ para el primer argumento tenemos una funcional lineal:

f5() = (v w)

Es decir, a un dado vector ¢ le podemos asociar una funcional lineal (también llamada 1-forma)
fz tal que
fi(e) = (0] o)

2.1. Vectores Ket y Vectores Bra

Como se denoté el producto interno, podemos notar entonces que (| es una funcional lineal
que al aplicarle a un vector w resulta

(0]w)
A partir de este este resultado, Dirac propuso que los vectores pertenecientes a V', sean
denotados como

—

U= |v)

denominados vectores Kety a las funcionales lineales definidas con el producto interno fz(e) =

(d]e)
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vectores Bras. De esta manera, al combinar estos dos vectores tenemos el Bra-Ket (bracket:
del inglés, paréntesis)
(v|w)

que es un nimero complejo.

El Algebra Lineal puede escribirse ahora en esta notacién. Dado un espacio vectorial de
dimension n, V, tendra una base

B={]1),[2),....In)}

que serd equivalente a
B = {el,ez,... ,en}

Dado un vector ket |v) € V, podré escribirse:

o) = > v'10)
(=1

donde v* son las coordenadas en esa base. Si la base llegara a ser ortonormal para el producto

interno, tendremos
n n
(o) =0 (10 = Y 0o ="
(=1 /=1

Entonces, podemos escribir al vector |v)

n

o) =D _{tlv) 16)

0, equivalentemente,

o) = 10){¢lv)

(=1

Proyector. Notemos que podemos definir la proyeccién P(m) a

ya que
P(m)|v) = [m)(m[v) = v [m)

es la proyeccién sobre el eje generado por el vector |m).

Ademads, notemos que

> P(m)=) |m)(m|
m=1 m=1
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es la identidad, ya que

Y P(m)lo) = [m)(mlv) = Y (m|v)|m) = v™|m) = |v)
m=1 m=1 m=1

Entonces, tenemos
n
Z |0} (€] = Lnxn
=1

esta relacion se la denomina también, relacion de clausura.

3. Operadores Lineales

Consideremos un operador
AV = V.

La construccién de la matriz asociada se efectiia a partir de evaluar el operador en los ele-
mentos de la base y encolumnar las coordenadas. Con esto y dada la forma de obtener las
coordenadas a partir del producto interno, podemos notar que

ab = (0| A0

seran los elementos de matriz, siempre y cuando la base sea ortonormal.

3.1. Bases con indice continuo

Un aspecto nada frecuente en Algebra Lineal o incluso en Anélisis Funcional es contar con
una base cuyos elementos

B={1),2),....,|n)...}

tiene ademas de infinitos elementos, indice continuo. Esto es,

B={[u}
donde el subindice @ no toma valores naturales, sino reales en un intervalo dado.

De alguna manera, este salto al continuo fue el que se planted para la definicién de la Trans-
formada de Fourier. Es decir, se hizo, a partir de un determinado criterio,

ot |0) — b v p)d
%: / pydp

—00
Analogamente, tendremos
o = (o)

Con lo cual, se puede obtener

o= [ " L ulo) du

—00

Mas aun, la relacion equivalente de clausura sera:

| il du =1
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Es importante notar que la integral no es el producto interno, sino el paso al continuo de la
sumatoria.

Ortogonormalidad. Andlogamente a lo obtenido para el producto interno en la definicion
de la Transformada de Fourier:

1 [ _ /
- e @) dt = 5w — W)
T J-—c0

vamos a definir la relacion de ortonormalidad a través de la relacién:
(uly) =6(n—v)

donde 6(p — v) es la Delta de Dirac.

4. Operadores Hermiticos

Un operador A se dice que es hermitico si es autoadjunto, esto es:
(Av|w) = (v] Aw)

Por este motivo, la notacién adoptada para este tipo de operadores es comun expresar su
actuacion

(v]Alw)
ya que al ser Hermitico, serd indistinto a quien esté aplicado, si al bra (v| o al ket, |v).

Hemos visto, ademas, que los operadores hermiticos tienen autovalores reales y que autovec-
tores asociados a distintos autovalores son ortogonales.

Suponiendo que ademas los operadores son diagonalizables, tendremos base de autovectores.
Cada operador Hermitico tendré su base de operadores que,a su vez, sera ortogonal.

Con estos rudimentos notacionales podemos establecer los postulados:

5. Postulados

5.1. Primer Postulado: Estado

El estado de un sistema cudntico es representado por un vector |1 (¢)) en un espacio de Hilbert.

5.2. Segundo Postulado: Observables
Este postulado reformula la idea de cantidades observables.

Las cantidades observables en Mecdnica Cldsica son expresiones de las coordenadas y los
momentos. En particular, lo son también lo son éstas cantidades.

El segundo postulado establece:
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Los observables cudnticos son operadores Hermiticos actuantes en el espacio de Hilbert. En
particular, la posicion x (para el caso unidimensional) serd un operador X cuyos elementos
de matriz seran:

(x| X|2") = x6(x — ')

El momento lineal p (también en una dimension) serd un operador hermitico P cuyos
elementos de matriz son, en la base { |x) } a saber:

(z|Plz') = —i hé'(x — ')

En general, las cantidades observables serdn funciones de x y p, por lo que como operadores
Hermiticos serdn definidos a partir de: Si w = (x,p) es una cantidad observable en Mecdnica
Cldsica, el operador Hermitico asociado serd € el cual se obtiene

Q(X,P):w(z:%f(,pﬁp)

Un ejemplo de esto es la Energia (Hamiltoniano) del Sistema,

p?
H= 5, + V@
m —~—
cinética potencial
Esto define el operador Hamiltoniano
= P4 V(X)
- 2m

5.3. Tercer Postulado: El Efecto de la Medicién

Este postulado establece las caracteristicas que tiene el proceso de medicion de un observable.
Es claro que lo que se espera al hacer una medicién, es que lo medible sea un niimero real.
Sin embargo, ahora las cantidades cudnticas son operadores Hermiticos, por lo que el efecto
de una medicién debe tener que ver con tal operador.

El tercer postulado establece:

Si el sistema se encuentra en un estado caracterizado por |1(t)) a medir una cierta cantidad
observable (w, con operador Hermitico asociado §2) solo se podrd medir un autovalor del
operador, llamémoslo w, con probabilidad

P(w) o |{w]t)[?
En este caso, (w| es el bra asociado al autovector ket |w).

Al medir y obtener un autovalor, asociado al autovector |w) el estado del sistema cambiard
de

() - w)

como resultado de la medida.
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5.4. Cuarto Postulado: Evolucion Temporal
El cuarto postulado da la Ley de evolucién temporal de los estados cudnticos de un sistema.

El mismo establece

La evolucion temporal de un estado cudntico obecede la Ecuacion de Schrodinger,
., d A
th—[¥(t) = H[y(t)).

6. Consecuencias de los postulados

En Mecéanica Clasica, cuando conocemos las cantidades coordenadas y momentos, una canti-
dad derivada se obtiene a partir de una operacién entre estas cantidades. Es lo que habiamos
definido como observable clasico, w.

En Mecénica Cuéntica, si un sistema estd en el estado [1)) y queremos describir qué le ocurre
a un determinado observable, debemos aplicar los primeros tres postulados en el siguiente
esquema:

Paso I. Construir el operador observable mediante lo establecido en el segundo postulado,
(P 1I)
Q=w(X,P)

s Paso II. Hallar la base ortonormal de autovalores de Q,
B={|w),|w2),...}

la cual puede ser de espectro discreto o continuo.

s Paso III. Expandir el estado en esa base:

) = lwe) {wel)

14

» Paso IV. La probabilidad de que el resultado de una medicién sea w, P(w), serd pro-
porcional a |{w|w)]?. En términos de proyecciones, el operador proyector en la direcciéon
|w) serd

P, = |w){w]?

tendremos entonces

P(w) o« [w)(w|* = (@lw)(wl) = (Y[Pu]t)) = ([PuPu|$) = (Put)[Put))

Ejemplo. Consideremos un espacio hipotético tridimensional. Consideremos un determinado
operador hermitico, €} que tiene una base de autovectores ortonormales

B = {|w1),|w2), |ws) }
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Supongamos que en esta base, el estado del sistema tiene por representacién

0 = Sl + 2l + L)

Entonces, la probabilidades de medir los autovalores del observable €2, esto es, wi, wo 0 ws
seran,

Pl)=g, Pl =3, Plos)=_

Obviamente,
P(wl) + P(wg) + P(W3) =1

6.1. Valor de Expectacion. Desviacion Estandar.

Dado un operador €2 se define el valor de expectacién o esperanza

Q) = Plwg)we =Y (th|we(welth)w
¢

14

ahora, como wy es autovalor de €2, tendremos

(¥|Qwe) = we(th|we)

Entonces,

(Q) = (Wlwed(welp)wr =Y welhlwe) (wely) =D (W|Qwe) (welh)
0

L L

Ademas, como la identidad podemos escribirla como I =), |w)(w|, entonces,

(@) =D (WIQwe)(wely) = WIQMY)

L

Con lo que obtenemos R )
() = (Y|Q)

Obtenida la expresién del valor de expectacién podemos resaltar:

» Para obtener (€2) sélo es necesario el vector estado, [¢), no son necesarios conocer los
autovectores o autovalores de (2.

» Si el sistema estd en un autoestado -por ejemplo, el j-ésimo- ) = |w;). Entonces, el
valor de expectacién sera

() = WIQ) = (w;[Qwy) = w;

Desviaciéon Estandar. Una vez definido el valor de expectacion, definimos la desviacion
estandar, AQ, definida a través de la relacién
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Desarrollemos el miembro de la derecha para poder calcular la desviacién en términos de
cantidades ya calculadas. Comencemos por

~ ~ ~

AR = (@ (@) = (|02 = 20(Q) + (Q)?])
= (%) —2(() + (()?
Ademsds, cada término puede representarse:

(%) = @) = > (I3 |we) (welv)) = szp (we)

L

() = > (WlQlwe) (welp) = ZWP (we)

L

(2)% = > () Wloved (welp) = D ((2))* Plwy)

¢ l
Entonces, se obtiene:

A0 = 3 Pler) (e — ()’

14

7. Variables Compatibles e Incompatibles

Uno de los resultados mas relevantes de la Mecanica Cuantica es el Principio de Incertidumbre
el cual establece, que no se puede determinar la posicién y el momento simultdneamente.

Partiendo de los postulados, este principio puede deducirse y tiene como origen un concepto
mas general respecto de los operadores, es decir, de los observables.

El tercer postulado establece que si medimos un determinado observable, por ejemplo el
caracterizado por el operador 2, el proceso de mediciéon actia como un filtro, ya que el
resultado de la medicién es -como medida- el autovalor wy, dejando al sistema en el estado

|we).

Ahora, si queremos hacer otra medicién, por ejemplo asociada al operador f\, si el estado
del sistema |wy) la tnica posibilidad es que este autovector sea también autovector de A, de
manera de poder tener el resultado de la medicién como lo establece el tercer postulado. Esto
es,

Alwe) = Ajlwe).
Para que esto ocurra, es necesario que ambos operadores tengan los mismos autovectores.

Vamos a definir variables compatibles a dos operadores que tengan un conjunto comun de
autovectores que ademas forman la base del espacio.

Si llamamos conmutador entre los operadores Q y Aala operacion
0, A] = OA — AQ
Podemos afirmar que si admiten un mismo conjunto de autovectores, entonces

[QaA] =0
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Llamemos |w A) a un autovector simultdneo de 2 y A de manera tal que
Qwd) = wlw)
AwX) = Aw))

Entonces, aplicando Aala primera ecuacion y Qala segunda, tenemos ,

AQw)) = wAw)
QAJwA) = Aw|w))

restando,

(QA - AQ) wA) = [, AljwA) = (WA — Aw)|wA) = 0wA) = |0)

Claramente, esta ultima relacién es necesaria, pero no suficiente.

Cuando dos operadores no conmutan, sera llamados incompatibles. El ejemplo mas relevante
de incompatibilidad es el de los operadores posicién y momento, ya que obeceden a la regla
canénica de conmutacién (la cual serd demostrada més adelante).

[X,P] =ih
Esta caracteristica permite obtener la relacién de incertidumbre

AXAP > g

que demostraremos mas adelante.

8. Representacién en autovectores de X

Si un determinado operador €2 tiene un espectro de autovectores continuos, la representacion
de un determinado estado cudntico sera, como se ha visto,

rwz/wwwm

En este caso, el concepto de probabilidad se redefine como una densidad de probabilidad. En
efecto, notemos que

/mwm:/wme=/wwwwm:wmw:wwzl

Para determinar las coordenadas en determinada base, es necesario multiplicar por (/| ele-
mento base del espacio (asumiendo ortonormalidad).

Para trabajar en la representacion de la base de autovectores del operador X debemos tener
en cuenta que el espectro serd continuo, por lo que la combinacién lineal serd la integral.

Con esto, consideremos un estado [¢). Si queremos obtener las coordenadas en la base { |z) }
debemos hacer

(z¢) = P(x)
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Ademsds, obtengamos:

(@lPlv) = (el P1v) = [ (@l Ple’) /)
Ahora, del segundo postulado

(2| Pla’) = —ih%é(w _ )

entonces, por las propiedades de la delta de Dirac, tenemos

- L dip(x)
Py = —ith———=
(@ Pli) = —in™
O, la asociacién
- d
P — —ith—
— —1 .

Esta asociacion sélo es valida para la representacién x.

8.1. Regla Candnica de Conmutacién

Hemos puesto como valido que
[X,P] =ih

Calculemos el operador a un estado cudntico, [)).
X, Pll) = (XP - PX) )

Distribuyendo,
(X, Pll¢) = XP|) — PX 1))
Para representar en la base de autoestados de X , que llamamos representacion x debemos

hacer
(|[X, Plly) = (x| X P|y) — (x| PX )

Calculemos primero

o0

(2] X Pl) = (2| XIPJ) = / (2l X o'y ' | Pl da’

— 00

Pero, habiamos obtenido

N -~ d
(@lR1a) =o' S — ), (PR = ~inY

Entonces, se obtiene
(x| X P|p) = —m/ ' 6(x — ') W 1

oo dx!
Andlogamente, podemos calcular
oo

(| PX[¢) = (2| PLX |¢)) = / (e[ Pla’) (2’| X |3p)da’

— 00
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Calculemos (x| X [4)

@R J0) = (X0 = [ X @ s = [ e - ol = o ()
Entonces,
2B % . * ! d / ! !
(x|PX ) = —zh/ d(x — ) e (2 ¢(2')] da
es decir,
(x| PX|¢) = —ih/_oo §(x — ) [1/)(1") +x'$} dz’
Integrando tenemos,
(x| X P|p) = —Zh/: 2 6(x — ') %dwl = —ihx %
' oe d d
(z|PX|p) = —ih/_oo §(x — ) [@Z)(x’) + :L"d;f,} dr' = —ih [@ZJ(:L‘) +x dﬂ

Restando ambas expresiones tenemos

(alX Pl ~ (x| PXIW) = (ol X, PlJw) = —ihe 22 {—m [w@c) to f[”] } — i ()

Entonces, o
(@|[X, Pllyp) = ih(x) = ih(z[y) = (z|ih))

Por identificacion, obtenemos el operador conmutacion
[X,P]=ih

8.2. Relaciones de Incertidumbre

Consideremos dos operadores € y A. Se ha definido la varianza

a0 = [((@- @)’

Que a su vez podiamos obtenerlo como

Si definimos el ket

Entonces

A?[Q] == (v]v) = ||o]|?
Andlogamente,

A?[A] == (ulu) = |[ul®
donde

Cétedra: Matemdticas Avanzadas



Notas de Clase Fundamentos de Mecéanica Cuéntica

Aplicando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz,
loll? - fll® = [(vlu)?
Recordemos que |{v|u)|? es el médulo del niimero complejo (v|u). Entonces, tendremos
(vlu) = Re[(v|w)] + i Im([(v[u)]
con i}
(vlu) + (vfu)

2
Ademss, por los axiomas de producto interno, tenemos

(vlu) = (vfu)*

Re{(olu)] = >

Im[(v]u)] =

(v]u) + (ulv)
2

(vlu) = (ulv)

Re{(vl)] = >

Im([(v]u)] =
Volviendo a la expresion de Cauchy-Schwarz,

ol - flull® = [(v|w)|* > {Re[(v]w)]}* + {Im[(v]u)]}* > {Im[(v]u)]}?
Calculemos entonces {Im[(v|u)]}?

{vlu) = <UIU>]2

(mml(ep))? = |1

Por un lado, tenemos
(vlu) = (W1 = (A = (A)) ) = (W[QA[p) — (WIQA) [9) — () A]) + (|(Q)(A)]¢)
Operando, tenemos
(lu) = (IQAJ) — (A)(@BIQL) — Q) (IALY) + () (A) (W)

Entonces, . o
(v|u) = (YIQA|D) — (Q2)(A)

Andlogamente,
Entonces, la diferencia
Luego,

Entonces, elevando al cuadrado
((v]u) = (ulv))® = ([A, Q)

Volviendo entonces a los operadores, se obtiene
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En particular, para los operadores X y P habfamos obtenido
(X, P] =ih

con lo cual, sus varianzas

‘ymmmﬂZC%;myz«g?y:<$f

Entonces, aplicando raiz cuadrada a ambos miembros, obtenemos

~ N

A[X]A[P] >

| St

Las relaciones de incertidumbre no son exclusivas para la posicién y momento, sino que es
una propiedad general para observables incompatibles.

9. Ecuacién de Schrodinger en la representacion x

La evolucién temporal del estado cudntico obedece a la ecuaciéon de Schrédinger,

. d -
ih () = Hl(),
Ahora, si consideramos el operador Hamiltoniano
=P ivx)
© 2m

Tendremos que en la representacion z la ecuacién de Schrodinger serd una ecuacion diferencial

2
o bien 2
L) | 00

2m O0z2 ot

10. Propagador Temporal

En la representacion x, la ecuacion de Schrédinger es la ecuacién diferencial

_ o O0Y(z,t)
+V(z)Y(x,t) = th

_fia%ﬁ(%t)
2m  0z?

En lo que respecta a lo temporal, podemos considerar que si llamamos a [¢)(t)) al estado en el
instante ¢, y a [1(0)) al estado en el instanto ¢ = 0 la relacién entre un estado y otro vendra
a través de un operador denominado propagador temporal, andlogo al definido para sistemas
de ecuaciones lineales. Esto es,

(1)) = ¥(t,0)[4(0))
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0, més generalmente,
() = ¥(t,t0)[¥ (o))

Ahora veamos cémo calculamos el propagador.

La Energia del sistema, E tendra un operador asociado, el cual es el Hamiltomiano del sistema,
H. Con lo cual, en la base de estados de Energia, tendremos

H|E) = E|E)

Esta ecuacion se la denomina ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. Ahora en la
base de autoestados de energia, expandamos un estado cuantico, |¢(t))

) = > [E)(Edi(t))
V4

Esto es, las coordenadas de la representacién seran

ag, (1) = (Ed9(t))

t) =D ag(t)|Ep)
l

Nuevamente,

Entonces, tendremos:

HW) [Z ag,(t)Ee) | = ZaEz(t)f{|E€>

resultando

H |¢ Z ar e E4|Eg
Entonces, la ecuacién de Schrédinger se puede escribir:

d .
i [0(@)) — HIp(t)) =
reemplazando
= Z ag, (t)|Er)
l

Tenemos

Z[zhd; — B, ]yE@:

¢

entonces, para las coordenadas obtenemos la ecuacién diferencial:

da da,,(t) i
d? —Epa,, =0 — % = —%Egam(t)

que es una ecuacion de primer orden a variables separables.

ih

Entonces, su solucion temporal es
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Reemplazando, obtenemos:
By
() = et Uy (t0)|E)
¢

Ahora, como

ag,(t) = (Eey(t))
tendremos

ag, (to) = (Eelv(to))
Con lo cual,

. E
() =Y e T B (Egl(to))
¢
Lo que implica que el propagador temporal sera

Tt tg) = 3 et )| By (B
¢

de manera tal que
(1)) = (¢, to)[¥(to))

Dado que el propagador temporal estd escrito como combinacién de los autovectores del
operador Hamiltoniano, H es que la forma mas general de expresarlo sera

Wt tg) = ¢ (1)
Con esto, podremos escribir:
_iH
(1)) = = # " (t0)
Notemos que el propagador temporal es unitario.

[ (1, tg)]| = e (t=10)

Entonces,
(@ (¢, t0)]" - [®(t,t0)] =1

Entonces,

() () = ((to) e T E=0)e= T =t0) (1)) (3 (ko) [Tt (to)) = (86(to) [t (ko))

Ejemplo. Consideremos un electrén en interaccién con un campo magnético orientado en el
eje y. El Hamiltoniano para este sistema sera:

- A wh (0 —i
H_“’Sy_z(z' 0)
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Consideremos el problema de la evolucion temporal del estado spin, cuya condicién inicial es
|+) (lamado spin up).

Entonces, llamando ¢ty = 0, [¢(0)) = |+), tenemos

o i —hl o
() =T (0)) = e +) = e ( ! ) +) =

() n()

calculando la exponencial tenemos
_ (cos (%) —sen () (1Y _ (cos (%)
v =(ntd) enisd) (o) = (ot

0(0) = cos (51 1) +sen (51 1

Entonces, la probabilidad de hallar al sistema en spin up o down sera

P(+) = cos® (“;) : P(—) = sen® (“’;)

El estado de spin es binario, por lo que no hay otra alternativa que al exponenciar el Ha-
miltoniano obtengamos la evoluvion temporal del estado de spin en el tiempo, ya que las
condiciones iniciales estan bien determinadas. En este caso, |+).

Asociando

Entonces,

10.1. Propagador Temporal y Separacion de Variables

Si expresamos el estado autoestados de energia,
)) =D 1B (Bl (t))
l

donde habiamos llamado

ag,(t) = (B (1))

= Z ag, (t)|Ee)
4

Si queremos representar el la base |z), las coordenadas seran,

ZG’EZ $|E€

Entonces,

Ademas, llamando

(z[y(t)) = ¥(z, 1), y (z|Ep) = re(x)
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tendremos

U@, t) = ag, () Pr(x)

l
Ademsds, en esta representacion, la ecuacién de Schrédinger se escribe

LOU@) I i)
! ot 2m Oz

+ V(x)y(x,t)

Ademas, tenemos,

0U(t) . dag, (1)
ih— :;m o V1e()
n? 0%y(x,t)
“om Ox2

2 2 T
V@) = Y a0 [(—h) @) |y aypg(a)

2
; 2m dz

Con lo cual, para cada ¢, tendremos

d n? d? 1
B p10(0) = 0y, (1) |5 T V(@)
O, equivalentemente,
L1 dag,(t) 1 [ R d*p(x) 1
W@ At G | 2m dar TV @@

que no es otra cosa que el método de separacion de variables, aplicado a varias ecuaciones
diferenciales parciales. Si llamamos Ey a la constante de separacion, tendremos:

1 dam(t) B
o, dt Ee
2 2
L[ A0 |y yw)| = B

Yre(z) | 2m  da?
Lo que significa que la parte temporal de la funcion de onda ¢ (x,t) satisface

g1 dag,(t) _
ag(t) dt

{4

Cuya soluciéon ya la habiamos obtenido
1By
gy (t) = g, (to)e w (i)

y la parte espacial satisface la ecuacién independiente del tiempo,

h2 d2
5 w + V(2)1(z) = Egpr(z)

Esta ultima ecuacién es una ecuacion de autovalores para el operador

n? d?
L=———
2m dx? +Viz)
que es un operador de Sturm-Liouville, con funciones
h2

p(fE) - Qm)
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11. Momento Angular

11.1. El momento lineal en R3

Hasta ahora se ha visto problemas unidimensionales, en los cuales el operador momento
(lineal) en la representacién de coordenada { |z) } es

R d
P=—ih—
! dx
La extension al espacio R? serd
~ 0 - 0 - . 0
P;UE—'Lhaim, PyE_Zth’ PZE—’lh&

0, en términos "vectoriales” en la representacién posicién,
P=—-ihV

Las relaciones de conmutacion, anilogas a la obtenida para el caso unidimensional,

seran

y las demés combinaciones seran nulas.

11.2. El Momento Angular

El momento angular clésico tiene como deficiéon
L=7xp

En los términos que se vienen definiendo los operadores, el momento angular tendrd sus
componentes:

~ B B

<

I

N>
Z:U>

|

>

o

Calculemos o o o
(L, X], L., Y], Ly, Z]

Para efectuar estas operaciones, es 1util recordar el resultado que satisface el corchete de
Poisson (para la Mecanica Clésica)

[A, BC] = [A, B]C + B[A, (]

En el caso clasico se lo denomina regla de Leinibz ya que es la derivada de Lie, asociada al
corchete.

En el caso del conmutador cudntico la regla sigue siendo valida, veamos:
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A, BC] = ABC— BCA
A, B = ABC - BAC
B[A,C] = BAC - BCA

Entonces,

A

L., X]|=[VP, - ZP,, X] = [YP,,X] - [ZP,, X]

entonces, calculando cada término, tenemos

Vb, %] =0
Andlogamente,
[ZP,,X]=0
Entonces,
Ly, X]=0

El computo de los deméas conmutadores es andlogo, se obtiene:

Lo, Y] =ihZ,  [Ly,Z) = —ihY
Entonces, o A )
I:LQHX] - 07 [LI,Y] - ZhZ, [an Z] et —’LhY
Ademas, se obtiene,
[-f/x7 Ax] = O, [ix,Py] = zﬁ]f’z, [£$7 I:’Z] — _thy

calculemos [ix, P, y]

utilizando la regla de Leibniz,

A A

VP, B) = —[B, VP =~ {[B, VIP. + V[P, P.]} = = {-[V, BIP. + Y [P,

a partir de célculo directo, obtenemos
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Entonces, comprobamos que [L,, P,] = ihP,. De las misma manera se obtienen las demas
relaciones de conmutacion.

Otras relaciones de conmutaciéon importantes son las siguientes

Ly, L] = ihL., [Ly, L] = ihL,, (L., L] = ihL,

Otra relacién de conmutaciéon importante es la que cumple el operador norma cuadrado del
momento angular, ||L||* = L2 + L + L?

En la asociacién con operadores, tendremos
[2=12+124[?=L,L,+LyL,+L.L.

De las iltimas relaciones de conmutacién y aplicando propiedades elementales, se obtiene

~

[L2,L,] =[L2,L,) = [L2, L.] =0

Quiere decir que es posible obtener una base de autovectores comunes de L? y L, o Ly,
o L. Sin embargo, como entre las componentes del momento angular no conmutan, éstas
compomentes serdan magnitudes incompatibles.

Es muy comin en Mecanica Cuéantica trabajar con autoestados comunes de

L2, y L,

Comtnmente, la base de autoestados de L? se la denota como |¢) y la correspondiente a L.,
|m), con lo que para simbolizar la base comun, usamos la notacién

B={ltm)}
Esto es, X
L2[tm) = Mtm), L.ltm) = Ap|tm)
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