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Transformaciones Integrales

Definición. Transformación Integral. Dada una función f (t), y una
función de dos variables K (s, t), la operación∫ b

a
K (s, t) f (t) dt

define una transfomación integral de f (t), esto es

F (s) = L [f (t)] =

∫ b

a
K (s, t) f (t) dt

En particular, vamos a considerar transformaciones integrales de la forma

F (s) = L [f (t)] =

∫ ∞
0

K (s, t) f (t) dt = lim
b→∞

∫ b

0
K (s, t) f (t) dt

cuando la integral sea convergente
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Transformada de Laplace

Definición. Sea f (t) definida en la recta real positiva. La Transformada
de Laplace de f (t) está definida como

F (s) = L [f (t)] =

∫ ∞
0

e−s t f (t) dt = lim
b→∞

∫ b

0
e−s t f (t) dt

siempre y cuando la integral sea convergente
Ejemplos

L[1] =
1

s

L[t] =
1

s2

L[eat ] =
1

s − a
s > a

L[sin(at)] =
a

s2 + a2
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Funciones de Orden Exponencial

Definición. Una función f es de orden exponencial si existen constantes
positivas α, M y T tales que

|f (t)| ≤ M eα t , para t ≥ T

Ejemplos

|t| ≤ et

|a t + b| ≤ |a| |t|+ |b| ≤ (|a|+ |b|) et

|A cos(ω t)| ≤ |A| et

Para la determinación de la condición es de utilidad graficar las funciones

Las funciones de orden exponencial tienen transformada de Laplace
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Propiedades de la Transformada de Laplace

Llamando F (s) = L[f (t)], G (s) = L[g(t)], se cumple:

Linealidad:

L[λ f + g ] = λF (s) + G (s)

Teorema de Traslación en el eje s:

L[f (t) eat ] = F (s − a)

Transformada de una derivada:

L[f ′(t)] = s F (s)− f (0) Soporte para aplicar a PVI

Transformada de una derivada n-ésima:

L[f (n)(t)] = sn F (s)− sn−1 f (0)− sn−2 f ′(0)− · · · − f n−1(0)

Derivada n-ésima de una Transformada:

L[tn f (t)] = (−1)n F (n)(s)
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Función de Heaviside o escalón

Definición. La función escalón o de Heaviside está definida como

ut0(t) =

{
0 t < t0

1 t ≥ t0

Notemos que la función ut0(t) modeliza un encendido abrupto en
t = t0

Notemos además que la función 1− ut0(t) modeliza un
apagado abrupto abrupto en t = t0

Ejercitación: Construir una función pulso rectangular y una función
escalera usando las funciones de Heaviside

Teorema de Traslación temporal

L[ut0(t) f (t − t0)] = e−t0 s F (s)
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Función Γ(x)

La función Γ(x) está definida, para x > 0, a través de

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1 e−t dt

Integrando por partes, podemos demostrar que Γ(x + 1) = x Γ(x)
Entonces, como Γ(1) = 1 tenemos que para x es natural,

Γ(n + 1) = n!

Propiedades

Γ(1/2) =
√
π

Γ′′(x) > 0. (Donde tiene aprox. su ḿınimo? Graficar para ver)

Γ(p) = sp+1 L[tp], ∀p > −1, p ∈ R
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