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Transformaciones Diferenciables sobre Vectores y Campos

Consideremos dos dominios M y N de espacios vectoriales. Sea vV un
vector aplicado en un punto x. Este punto ademas pertenece a una
determinada curva, donde V es el tangente en ese punto particular. Sea
f: M — N una aplicacién. Esta aplicacién transforma la curva en otra
curva en el conjunto N. En particular, el punto x lo transforma en N al
punto y = f(x). De la misma manera, a cada punto de la curva ¢(t)
transformard en la curva f(p(t)).

Denotemos con fxo*(\_/’) al vector en N, transformado de V.

La imagen del vector v bajo la transformacién f es el vector velocidad con
el que se mueve el punto f(p(t)) lleva al punto xg que es p(tp) cuya
velocidad es el vector V.
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Funciones Diferenciables

Considerando que la funcién f es diferenciable en xg9 podemos calcular
fxo«(V) a través de

d

. d
fxo «(V) = dt

o), con gl =x0, o
t=tp

p(t)=v

t=tp

Observacién. No suponer que la derivada termina dando un ndmero, ya
que el resultado debe ser el vector en N. Si M = N = R3 tendremos que
f(Xaya Z) = (fl(X’y7 Z)a f2(X7y7 Z), %(Xaya Z))

fxo«(V) = Df(xo) - V

donde
of  Of Of
ox Jdy 0z
Df = | 22 oL 0f
- ox 0Oy 0z
on Of of
ox dy 0Oz

(x0,¥0,20)
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El Espacio Tangente

Definicién: El Espacio Tangente. E/ conjunto de los vectores velocidad
en un punto dado xg de movimientos que llevan x a través de una
parametrizacion ¢(t) es un espacio vectorial, que posee la misma
dimension que el espacio por donde se lleva a cabo el movimiento, M.
Este espacio se denomina espacio tangente a M en el punto xq y es
denotado Ty, M.

Definicion. E/ operador lineal fy,« es denominado

derivada de la funcién f en el punto xg.

Ejemplo: La funcién de Whitney (funcién cuspide). Consideremos la
funcién del plano en si mismo:

F(x,y) = (* +xy,y)
Primero obtengamos el Jacobiano de f que serd la expresion en
componentes de la derivada.
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La funcién Cuspide

La transformacidén serd degenerada cuando el Jacobiano tenga
determinante nulo, por lo que el conjunto del plano donde hay
degeneracién serd y = —3x°.

Al transformar este conjunto a través de f, tendremos (llamando al plano

transformado uv),

Como la condicién es que y = —3x? podemos relacionar u y v eliminando
la variable x, donde obtenemos

> TR

4+27_
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Cambio de coordenadas

Los campos vectoriales definidos a partir de sistemas de ecuaciones
diferenciales son de la forma, para el caso de un sistema auténomo:

dX =

=
dt
Este elemento yace en el espacio tangente TyR" que por su propia
estructura es su propio espacio tangente (el espacio tangente a R" es el
mismo espacio).

A veces, las simetrias del problema conlleva a elegir un sistema de
coordenadas diferentes a las cartesianas.

Por tal motivo, es necesario aplicar la teoria presentada para que los
cambios de coordenadas estén enmarcados en la teoria de la accién de
difeomorfismos sobre campos.
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Cambio de coordenadas en Ecuaciones Diferenciales

Sea w € N la imagen del campo vectorial v en M bajo la accién del
difeomorfismo g, g : M — N. Esto es,

w = g.(V)
Bajo estas hipétesis, tenemos el siguiente resultado:

Teorema. El sistema de ecuaciones diferenciales

dx

ax _ oo e M
" v(X), X

y el sistema
dy
Y v, Ce N
L)) y

son equivalentes en el sentido de que si ¢(t) es una solucién del primero,
g(p(t)) es una solucion del segundo, y viceversa.
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Ejemplo: Polares |

Consideremos el sistema

=Yy
—X

Si pasamos a coordenadas polares, x = p cos(f) y y = p sin(6). La forma
mas artesanal es calcular, a partir del cambio de coordenadas:

X = pcos(d) — psin(8)d = p sin(f)
——
y
y = psin(f) + pcos(h)f = —p cos(h)
—_—

—X

Resolviendo el sistema en p y en 6 obtenemos
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Ejemplo: Polares Il

El difeomorfismo g viene definido como g : R?> — R x [0, 27] a partir de

g(x,y) = (r,0) = (Vx* +y?,arctan (£))

Apliquemos ahora el g, al campo vectorial V(X) = [_yx]

Entonces, aplicando el difeomorfismo al campo, tenemos

X Yy
7(R)) = V= x2+y2 x| Y | = 0 _ 2 2
8:(V(x)) = Dg v = [W x y] [x] - [1] ~op a0

X2 X2 1y2

que produce el sistema de ecuaciones
p=0, 6=-1
cuya solucién, es,
p(t) =po, O(t)=00—t
retornando a las variables cartesianas, tenemos como solucién

x(t) = po cos(bp — t),  y(t) = po sin(fp — t)
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Ciclos Limites. Atractores

Otro Ejemplo. Consideremos ahora el sistema
X = y+x(1—-x2-y?
yo= —x+y(1-x*—y?

Si queremos expresar el sistema en coordenadas polares, aplicamos el
mismo difeomorfismo que en el ejemplo anterior, asi que la aplicacién del
g« se efectia con la misma matrix jacobiana, entonces,

X Yy
g« (V) = {\/xzyz Vx2+y?
X
T2 x21y2
Haciendo el producto, resulta facilmente

(V) = [P(l—lﬂz)]

A

Entonces, el sistema en polares resulta

po= p(1—p?)
0 = —1
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La Solucién

Cuyas soluciones son, a saber

t

e
t = C—————————
(t) V14 c2e?
0(t) = 6Op—t

Podemos notar que la curva lim:_,o, p(t) = 1. Esta curva se la denomina
ciclo limite. También este efecto se lo conoce como atractor.
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