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Grupo de Transformaciones

Definicién. Una transformacion sobre un conjunto M es una aplicacién
biyectiva de M en M.
Con esta definicion podemos notar que

e f:R — R, definida como f(x) = x2 no es una transformacién.

e f: R — R, definida como f(x) = x3 es una transformacién.

e f:C — C, definida como f(z) = z* no es una transformacién.
En el conjunto de transformaciones vamos a definir un producto f - g a
partir de la composicion:

(f-g)(x) =f(g(x))
Con esta definicién, satisface la propiedad de grupo.
Definicién. Una funcién ¢ : G — H de un grupo en otro se denomina
homomorfismo asocia producto a productos en la imagen e inversa en
inversa en la imagen. Esto es,

o(f - &) = o(f) - o(g), o(f1) = (e(f))
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Grupo uno-paramétrico de Transformaciones

Un grupo uno-paramétrico de transformaciones es una aplicacién de los
reales al grupo de transformaciones, esto es:

t - g con g una transformacién en el conjunto M

que satisface

a) gt =g'-g°

b) g7* =(g")*

Notemos que a partir de la propiedad a), g° es la transformacién identidad.
En el contexto de las ecuaciones diferenciales, t es el tiempo y gt es la
evolucién temporal.

Ejemplo. Consideremos M = R y g* una traslacién por 3t, entonces
g'(x) =x+3t

En cambio si el conjunto M es R y gt viene dada por
g'(x) = xcos(t)

no satisface las propiedades.
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Mecanica Tedrica

En el contexto de los sistemas provenientes de la dindmica tedrica, es
comtiin denominar al grupo uno-paramétrico de transformaciones gt como
flujo de fases, donde el conjunto M donde acttia el grupo se denomina
espacio de fases. Ademas, variando el parametro t tenemos las
denominadas drbitas o trayectorias.

Grupo de Difeomorfismos uno-paramétricos Un difeomorfirmo es una

aplicacién biyectiva donde tanto la funcién como su inversa son
diferenciables.

Un grupo de difeomorfismos uno-paramétricos es el grupo de
transformaciones donde g*(x) es un difeomorfismo, tanto en la variable x
y en el parametro t.
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Sistemas Lineales Homogéneos

Dado un sistema lineal homogéneo

K_aws  Hw)=%
La solucién del problema de valor inicial viene dada, como se ha visto
X(t) = W(t, to) Xo, W(t, to) = U(t) U (to)

donde U(t) es la matriz fundamental.

Para este problema, definamos gt = W(¢t, to)
Notemos que

-} gto = \U(t, to) = U(to) Ufl(to) =1

° thgtl = W(tg + t1, tl)W(tl, to) = U(t2 + tl) U_l(tl)U(tl) U_l(to) =

W(ty 4 t1,tp) = U(tr + t1) U™ () = g2t

Como se ha visto, entonces, la evolucién temporal es el grupo
uno-paramétrico de difeomorfismos. En este caso, la identidad esta
asociada a g% y no a g%, pero eso se debe a que la condicién inicial se fija
en tgynoent=0.
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El Campo Velocidad de Fase

Con la definicién de flujo de fase, definido a partir del grupo de
difeomorfismos uno-paramétricos, vamos a definir el campo vectorial
velocidad de fase.

Dado el conjunto M (en el contexto de la geometria de las ecuaciones
diferenciales, este conjunto debe tener una estructura de variedad
diferenciable) y dado la transformacién g, vamos a introducir el limite
h

i £7100 £

im

h—0 h
En virtud de la propiedad de grupo, podemos escribir

gth(x) —g'(x) _ g"lg" ()]~ [g*(x)] _ "' [g"(x)] — &°[g"(x)]

h h h
Si llamamos y = g*(x) podemos escribir

i 8510) — g'(x) _ 8%"(y) — £°(y)
h—0 h - h

Con esta relacidn, vamos a definir el campo velocidad de fase
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El Campo Velocidad de Fase. Continuacion

Con esta relacién, vamos a definir el campo velocidad de fase

g —gf(x) _ d
v(x) = );To h T odt

(g5 ()]

t=0

Ejemplo. Consideremos el flujo de fase

gt R—=R, gi(x)=ex
Calculando la derivada, tenemos
d

agt(x) = NeMx

Entonces, evaluando en t = 0, como plantea la definicién, tenemos

vix) = 2%, = v(x) = Ax
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El Campo Velocidad de Fase. Continuacion

Ejemplo. Consideremos ahora, el flujo de fase definido en R?

()= (2 &) 0)

Derivando, tenemos

ae(3) - (Cotd =) ()

Evaluando en t = 0, tenemos finalmente

w)y (0 1 X _ Vx =Y
v,/ \-1 0 y)’ vy = —X
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Flujo de Fase como Solucién de Ecuaciones Diferenciales

Si consideramos un punto particular de M = R", llamémoslo Xy y sea la
transformacién

tr—=
o(t) = &' (%)
Entonces podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema. La funcién p(t) definida como ¢(t) = g*(Xp) es solucion del
sistema de ecuaciones diferenciales

dx _, . e o
e V(X) con condicion inicial  p(0) = X
En efecto, consideremos
fon et — et ghR) —gf(R) . &"lef(R)] - &gt (R
e () = fim, h = h = pmy h =%
Entonces, B
ﬁ = V(X), con la condicién, g (%) = ld(Xp) = Xo

dt
Con este resultado, a cada difeomorfismo uno-paramétrico podemos
asociar un problema de valor inicial, y viceversa.
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Relacién entre Ec. Diferencial y Flujo de Fase

Definicion. El flujo de fase de la ecuacion diferencial ‘;—f = V(X) es el
grupo de difeomorfismos uno-paramétrico para el cual v es el campo
vectorial velocidad de fase.

Ejemplo. Encontremos la expresién del flujo de fase para la ecuacién
diferencial
v(x) = x?,  con condicién inicial en t = 0

Dada la separabilidad de la ecuacién, podemos resolver trivialmente

1 1
—=t+C, —» C=-——
X X0

Con lo cual, el flujo de fase es el difeomorfismo uno-paramétrico

X0
x(t) = g'(x0) = 1T st
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