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Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es de la forma

d~x

dt
= A(t)~x + F(t)

donde A(t) ∈ Rn×n[t] y F(t) ∈ Rn[t]. o, en términos matriciales
dx1
dt
dx2
dt
...

dxn
dt

 =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)
a21(t) a22(t) · · · a2n(t)

...
...

...
...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)




x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

+


f1(t)
f2(t)

...
fn(t)


Por el Teorema de Picard, si A(t) tiene componentes continuas habrá
solución. Por qué?
Si 

f1(t)
f2(t)

.

.

.
fn(t)

 =


0
0

.

.

.
0



Decimos que el sistema lineal es homogéneo
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Existencia de solución para el caso homogéneo

Dado el sistema homogéneo
dx1
dt
dx2
dt
...

dxn
dt

 =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)
a21(t) a22(t) · · · a2n(t)

...
...

...
...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)




x1(t)
x2(t)

...
xn(t)


Definiendo el operador lineal

L =
d

dt
− A(t)

el núcleo [
d

dt
− A(t)

]
~x = ~0

tiene dimensión n.
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Observaciones

Sea A(t) ∈ Rn×n[t]. Dado el operador

L =
d

dt
− A(t)

Este operador está definido en Rn[t]

Si A(t) está compuesta por n × n funciones continuas, exite una
única solución al PVI asociado

d

dt
~x − A(t)~x = ~0, ~x(t0) = ~x0

en un entorno de t0 (Teorema de Picard)

Aplica a componentes , no coordenadas
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Dimensión del Núcleo

Consideremos n vectores e1, e2, . . . , en, base canónica de Rn. En esta

base, cualquier vector de Rn[t] podrá escribirse (en componentes) ~v =


v1
v2

.

.

.
vn


En general, si tomamos n vectores ~v`, ` = 1, 2, . . . , n tendremos

~v`(t) =


v` 1(t)
v` 2(t)

.

.

.
v` n(t)

 Ahora supongamos que los ~v` satisfacen el PVI

d

dt
~v` − A(t)~v` = ~0, ~v`(t0) = e`

Aprovechando esta imposición, si ~x(t) es solución del PVI, tendremos que

~x(t0) =
n∑
`=1

λ` e` =
n∑
`=1

λ` ~v`(t0)

Entonces, tendremos

~x(t) =
n∑
`=1

λ` ~v`(t) y linealmente independientes! (demostrar)
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Trabajando en Coordenadas: Matriz Fundamental

Trabajando en coordenadas, la solución general puede escribirse como un
producto de matrices:

~x(t) =


x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

 =


x1

1 (t) x1
2 (t) · · · x1

n (t)
x2

1 (t) x2
2 (t) · · · x2

n (t)
...

...
...

...
xn

1 (t) xn
2 (t) · · · xn

n (t)



λ1

λ2

...
λn

 = U(t)~λ

donde

~x1 =


x1

1 (t)
x2

1 (t)
...

xn
1 (t)

 , ~x2 =


x1

2 (t)
x2

2 (t)
...

xn
2 (t)

 , . . . ,~xn =


x1
n (t)

x2
n (t)

...
xn
n (t)


Es decir, se encolumnan los vectores generadores de la solución general. A
la matriz U(t) se la denomina matriz fundamental. EL determinante de la
matriz fundamental se lo denomina Wronskiano
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El Propagador

si la condición inicial es ~x(t0) = ~x0, entonces, tendremos

~x(t0) =


x1(t0)
x2(t0)

...
xn(t0)

 =


x1

1 (t0) x1
2 (t0) · · · x1

n (t0)
x2

1 (t0) x2
2 (t0) · · · x2

n (t0)
...

...
...

...
xn

1 (t0) xn
2 (t0) · · · xn

n (t0)



λ1

λ2

...
λn

 = U(t0)~λ

Como el Wronskiano es distinto de cero, la matriz fundamental admite
inversa, por lo que

~λ = [U(t0)]−1 ~x0

Entonces, la solución del problema de valor inicial

~x(t) = U(t)U−1(t0)~x0 = Ψ(t, t0)~x0

Donde Ψ(t, t0) es el denominado propagador del sistema. Este propagador
actúa sobre el espacio de condiciones iniciales representando la evolución
temporal.
El propagador satisface la ecuación diferencial con la condición inicial
Ψ(t0, t0) = I
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Sistemas con coeficientes constantes

Consideremos el Problema de Valor Inicial{
d~x
dt = A~x

~x(t0) = ~x0

con A una matriz de componentes constantes.
Aplicando Picard:

~x (0)(t) = ~x0

~x (1)(t) = ~x0 +
∫ t
t0

A~x (0) dt ′ = ~x0 + A (t − t0)~x0 = [I + A (t − t0)]~x0

~x (2)(t) = ~x0 +
∫ t
t0

A~x (1) dt ′ =
{

I + A (t − t0) + [A (t−t0)]2

2!

}
~x0

...

~x (n)(t) =
{∑n

`=0
[A (t−t0)]`

`!

}
~x0

Entonces, tomando ĺımite tenemos, formalmente

~x(t) = eA(t−t0) ~x0 → Ψ(t, t0) = eA(t−t0) A matriz!
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Caso Diagonalizable

Si la matriz A llegara a ser diagonalizable, existirá la matriz P con inversa
tal que D = P−1 A P. Entonces, A = P D P−1

Notemos además que
An = P Dn P−1

Entonces,

U(t) = eAt = PeDtP−1 = P


eλ1 t 0 0 · · · 0

0 eλ2 t 0 · · · 0
0 0 eλ3 t · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · eλn t

P−1

Los λj no precisan ser todos distintos.
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Forma de Jordan

En el caso en que la matriz fundamental no sea diagonalizable, apelamos a
las formas de Jordan.
- Sean λ1, λ2, . . . , λm los autovalores distintos de la matriz.
- Llamemos nk a la multiplicidad geométrica de λk
En este caso, la matriz fundamental puede escribirse como

U(t) = eAt = PeJtP−1

Donde para cada bloque de Jordan k × k se tiene

eJk t = e(Dk+Nk )t = eλk t
{

I + Nk t +
[Nk t]2

2!
+

[Nk t]3

3!
+ · · ·+ [Nk t]nk−1

(nk − 1)!

}
donde k es la multiplicidad geométrica del autovalor
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