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Problema de Contorno en el Espacio

1. El problema de Sturm-Liouville puede ser extendido a problemas de
contorno en el plano y en el espacio.

2. Las ideas y propiedades relacionadas a la funcién de Green pueden ser
extendidas a R? y R3

3. Andlogamente a los visto para un problema unidimensional, la solucién
de un problema inhomogéneo serd construida a partir de la funcién de
Green.

4. En un problema espacial, vamos a considerar una superficie cerrada
S = 0V frontera de un volumen V

5. Con este anélisis, haremos un estudio del potencial gravitatorio para el
caso espacial, teniendo en cuenta volumen acotado y el problema infinito.
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Condiciones de Contorno. Las lIdentidades de Green

Para tratar las condiciones de contorno en el problema del potencial,
vamos a considerar un procedimiento desarrollado por George Green.
Este procedimiento consiste en aplicar el conocido Teorema de Gauss

///V Div(F) dv = //W (E|F) dS

donde OV es la superficie frontera del volumen V' y 7 el vector normal
exterior.

Si eleglmos dos campos escalares ® y W de tal manera que definimos el
campo F a partir de la relacién F = ® VV tenemos que

Div(® VV¥) = oV + (Vo|VV)

Reemplazando en la integral, tenemos la primera identidad de Green

/// [OV2V + (VO|VV)] dv—// (VV|7i) dS = // oY 4s
ov oV Gn
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Las Identidades de Green ( Continuacidn)

Si a partir de la primera identidad de Green

/// [V + (VO |VV)] dv_// <D—d5
oV 8”

Intercambiamos ® con W y restamos obtenemos la segunda identidad de

Green
/// [OV2V — UV20] dv:// oV w9 s
Vv oV on on

Para aplicar las identidades de Green al problema del potencial, tengamos
en cuenta que

v2

L ] = —4m6(F — r')

r=r|

Esta identidad se obtiene directamente a partir de aplicar el Teorema de

Gauss
o 1 )
] ds = — — ds = —4
? r’ :| /8V< ?—r I7) ds //Z)V or |:|?—r’\:|r ° N

I, = (1) = 11, o
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Aplicacién de las Identidades de Green. Ecuacién de

Poisson.

Si aplicamos la segunda identidad de Green en la que para la funcién ¢
sea el potencial gravitatorio y la funcién

V=—

Ademas, si consideramos que el potencial gravitatorio debe satisfacer la
ecuacion de Poisson

V20 = 4nGp
Tenemos

/// [ —4ma(7 =) - |r4:rGr'|pﬁ] &' 7//3\/{ on |:r—r’\:| - |7—1r7| 2,;} 9

Entonces, calculando la primera integral

w
?):—G/// p(rldv’—i// o 0| L |1 9%
vI|F—r| am ) Jav on' | |F—r| |F—r'| On’
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La funcién de Green. Problema de Dirichlet y Neumann

A partir de la propiedad

V2[_)1_,]:—47r6(7 r)

7=

vemos que esta funcién cumple con la condicién fundamental para ser
funcion de Green. Mads aln, si consideramos una funcién armoénica
adicional, también satisface la ecuacién, con lo que podemos construir una
funcion de Green de la forma

1 5

G(7,r) = —— + F(7,F) (V2F =0)

Entonces, sustituyendo en la férmula de Green para la funcién ®(7)
Entonces, calculando la primera integral

o= [ff ormw & [ {+550 - cnte)
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Condicidon de Dirichlet

De la expresion

o= [ e [, {+952 %)

si imponemos la condicién de Dirichlet
G(7,r)=0 res

la solucidn sera

-
l

:—G/// GDF7dv—i// ¢Md§
ar JJav on’
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Condicién de Neumann

Para la imposicién de la condicién de Neumann, debemos tener cuidado
. OG(Fr) , .
porque poner sencillamente —=— = 0 nos podria traer confusién, ya que

n

por aplicacidn directa del Teorema de Gauss
// BG(FLH) dS — —an
JJov an’

Por lo tanto, la condicién mds sencilla que podemos imponer para el
problema de Neumann es

dGp(7, r 47 5

# = —— (r'eS)

on’' S

donde S es el valor del 4rea de la superficie S
Con esto, la solucion a la Ecuacién de Poisson con la condicion de
Neumann para ® serd, llamando (®)s al valor medio del potencial sobre la
superficie

¢(7):<¢>5_G///Vp(ﬁ) 7, r)dv' +—/8V Gn(7, r g—d’ds

Octavio Miloni (Facultad de Cs. AstronémicaMatematicas Especiales Il Clase 24 Teoria «



Bibliografia Utilizada y Recomendada

o Kellog, Oliver D. Foundations of Potential Theory. Ed. Dover (1953)

o Webster, Arthur G. Partial Differential Equations of Mathematical
Physics. Ed. Dover (1955)

e Jackson, John D. Electrodindmica Clasica. Ed. Alhambra. (1966)

@ Sobolev, Sergei. Partial Differential Equations of Mathematical
Physics. Ed. Addison Wesley (1964)

Octavio Miloni (Facultad de Cs. AstronémicaMatematicas Especiales Il Clase 24 Teoria «



