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EDP de 2do en Definiciones

Definicion. Se llama ecuacién diferencial (EDP) de segundo orden de 2
variables independientes (x, y) a una relacién entre la funcién incégnita
u(x, y) y sus derivadas parciales hasta el segundo orden, esto es

ou du 0%u 0%u O%u
F X YUy 5 Ay A A ) Ao A o) = 0
"Ox’ 0y’ OxOy’ Ox2’ Qy?
Ademas, se llama lineal si con respecto a cada derivada lo es.

En este curso nos dedicaremos a una descripcidn cualitativa de este tipo
de ecuaciones, y algunos métodos elementales de resolucién.
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Clasificacién

La expresidon general de una EDP lineal de segundo orden

9?2 9?2 2 ou
allag-i-Zalzaau + a 22854- 1a +b2f-|-Cu+f—0

donde aj1, aip, ax, b1, by, c y f son funciones sélo de X, Y.

Ademas,

@ Si las funciones a1, ai2, ax, b1, by, ¢ son constantes, se dice que la
EDP es de coeficientes constantes

o Si f =0 la EDP se dice homogénea
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Formas Candnicas

Es natural preguntarse si a partir de un determinado cambio de
coordenadas es posible simplificar la ecuaciéon diferencial, esto es, a partir
de un cambio de la forma

§ = f(x,y)
n = n(xy)

donde las funciones tienen inversa.
A partir de cémo es la forma final (y simplificada) que adopta la EDP se
da la clasificacién.
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Clasificacién

Dada la expresién

02 0? 0? ou ou
a118l21+28128; +3228[2J+b18 +b23 +cu+f=0

tendremos la siguiente clasificacién

@ Hiperbdlica. Sera denominada de tipo hiperbdlico si se satisface
2
aj, —apiaxn >0
o Eliptica. Serd denominada de tipo eliptico si se satisface
2
aj, —apaxn <0
o Parabdlica. Serd denominada de tipo parabdlico si se satisface

2
d{p — d11d22 = 0
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Ecuaciones de la Fisica Matematica

Los casos paradigmaticos de EDP de 2do. orden con coeficientes

constantes son, a saber

o Hiperbdlica. Ecuacién de Onda
1 0%u

V2 = 2o
c2 ot

o Eliptica. Ecuaciéon del Potencial

Viu="f

o Parabdlica. Ecuacion del Calor
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Método de Separacién de Variables

El método de separacidn de variables consiste en proponer como solucién
de una EDP, una funcién compuesta por producto de funciones cada una
de ellas de una variable.

Para el caso de una EDP en coordenadas cartesianas, tendremos
u(x,y) = X(x)- Y(y)

Entonces, calcular el Laplaciano, resulta:
V2u=X"(x)- Y(y) + X(x)Y"(y)
Con lo cual, la ecuacién V2u = 0, se transforma en
X'(x) |, Y'ly)
X(x)  Y(y)
como término es funcién de una sola variable, no hay otra opcién que
X"(x) . Y'y)
X)) Y()

X"(x)- Y(y) + X(x)Y"(y) =0 - 0

=AeR (0 C)
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Método de Separacién de Variables. Continuacion

De
X"(x) _ Y'(y)

X(x) — Y()

la eleccidn de A serd a partir de las condiciones de contorno.

=AeR(0C)

Este método puede no conducir a la solucién, sin embargo puede
proponerse para cualquiera de los tres tipos de EDP presentados: Ec. de la
Onda, del Calor o del Potencial.

Como veremos mas adelante, dependiendo de la geometria del problema,
esto es, los recintos y condiciones sobre los contornos, es que deberemos
trabajar con las coordenadas que den cuenta de la simetria.
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Planteo Geométrico

El elemento de arco ds®

El R? y R3 el elemento de arco se define inicialmente a partir de un
sistema de coordenadas cartesianas

ds? = dx? + dy?, ds? = dx® + dy? + dz?

Para el caso de R3, al efectuar un cambio de coordenadas (no
necesariamente lineal)

X' =x%x,y,z) a=1,23

debemos obtener el elemento de arco invirtiendo y calculando el
ds? = dx? + dy? 4 dz?, ahora en las nuevas coordenadas
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El tensor métrico

El elemento de arco ds?

Realizado el cambio de coordenadas y calculando el ds? se obtiene, en las
nuevas coordenadas

3 3
ds? = dx? + dy? + dz® = Z Z gudxt dx"" = g, dx'* dx"”
p=1lv=1

donde las cantidades g;,, son las coordenadas del tensor métrico en este
sistema de coordenadas )
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Ejemplo 1: Coordenadas Polares

En coordenadas polares,
x =pcos(f), y=psin(h)
entonces,
dx = cos(0) dp — p sin(0)dl, dy =sin(6) dp + p cos(0)dé

Calculando el elemento de arco,

ds? = dx® + dy? = dp? + p? db?
Con lo que las coordenadas del tensor métrico seran

8w =1, 80 =80, =0, 80 =0

556 3

[g]polares = I:gep 806 0 p2
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Ejemplo 2: Coordenadas Cilindricas

En coordenadas cilindricas,
x=pcos(f), y=psin(d) z=z
entonces,
dx = cos(0) dp — p sin(8)dl, dy =sin(0)dp+ p cos(0)dl, dz=dz

Calculando el elemento de arco,

ds? = dx? + dy? + dz? = dp? + p? d6? + dz?

8pp 8pod 8pz 1 02 0
[g]cilindricas = |80p 8Boo Boz| = 0 p= 0
8zp 8z0 8z 0 0 1
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Ejemplo 3: Coordenadas Esféricas

En coordenadas esféricas, el cambio de coordenadas es,
x =r cos(p)sin(f), y =rsin(p)sin(f) z = rcos(d)

entonces,

dx = cos(p)sin(0)dr — r sin(¢)sin(8)dp + r cos(p) cos(0)db
dy = sin(p)sin(0)dr + r cos(y)sin(f)dy + r sin(yp) cos(6)do
dz = cos(f)dr — r sin(0)dé

Reemplazando en el elemento de arco, obtenemos,

ds? = dx? + dy? + dz% = dr® + r? sin?(0) dp? + r?d6?

8rr Bro 8ro 1 0 0
[g]ESfericas = |8pr Bpp Bpb| = 0 r? sin2(0) 0
8or 8bp 8o 0 0 r?
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Calculo invariante del Laplaciano

Laplaciano a partir del Andlisis Tensorial

El Laplaciano en coordenadas esféricas y cilindricas es intrincado para
obtenerlo a partir de la simple sustitucién de coordenadas y célculo de
derivadas segundas. Sin embargo, mediante técnicas del anilisis tensorial,
la expresidn es mucho mas sencilla

Técnica:
@ Dado el cambio de coordenadas, tenemos las coordenadas del tensor
métrico, g
@ Obtenemos, de manera matricial, el inverso, que llamamos gO‘B
@ Llamemos g al determinante de g,

Con estas definiciones, calculamos

L3S ey

alﬁl
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El Laplaciano en Coordenadas Polares

En coordenadas polares

En polares, g = p?, el

a0 g g 1 0
[g }polares_ gep g9‘9 — o &

Entonces,

V2y = 1 9 [\/?gﬂl?@] + 1 9 [ p2g99@]
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El Laplaciano en Coordenadas Cilindricas

En coordenadas cilindricas

En cilindricas, g = p2, el

gPP gpﬁ gr? 1 0 0
[g] cilindricas — | & % g% g% =10 pi2 0
gzp gze gzz 0 0 1
Entonces,
ou 1 0 gOu 1 0 5> 220U
9 - |VPed

1 9
20— = 2P0 7" 2,007~
V=5 [‘/’Tg 6p}+\/[?89{ re aa]“L\/,?az
Reemplazando, tenemos
10 8u} 1 0%u  0%u

==Y | ;Y.L LYY YU
Vu_pap {pap +p2892+822
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El Laplaciano en Coordenadas Esféricas

En coordenadas esféricas

En esféricas, g = r*sin?(f), el

grr grcp grO 1 0 0
-1 — o| _ 1
[g ]esféricas - g:rr gs;so gi@ =10 r2sin%(9) (1)
g’ g% &g 0 0 %
Entonces,
4 sin2( ® 4200 U
vy = ) [\/T ] \/W&P [mg @]

+

AV4 I'4 SII‘I2 |: r4 SInZ(G ]
Reemplazando, tenemos

Ay = O [ 20 1L o0 1 dul, 1 0. a0
Veu I * == 50 sm(G)aH

- r2or | or r?sin(6) dg | sin(0) Ay r?sin(6)

Octavio Miloni (Facultad de Cs. AstronémicaMatematicas Especiales Il Clase 23 Ecuacic



Bibliografia Utilizada y Recomendada

@ Tijonov, A.; Samarsky: Ecuaciones de la Fisica Matemdtica, Ed. MIR
(1980)

@ Naodn, Carlos; Rossignoli, Radl; Santangelo, Eve Ecuaciones
Diferencial en Fisica, Ed. EDULP (2014)

o Mathews, J.; Walker, R. L. Mathematical Methods of Physics, Ed.
Addison-Wesley (1970)

@ Webster, A. G. Partial Differential Equations of Mathematical
Physics, Ed. Dover (1933)

e Kellog, O. D. Foundations of Potential Theory, Ed. Dover (1953)

Octavio Miloni (Facultad de Cs. AstronémicaMatematicas Especiales Il Clase 23 Ecuacic



