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Ecuaciones Difereciales Parciales

Lineales de 2do. Orden.

Definiciones. Clasificación

Ecuaciones Eĺıpticas
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EDP de 2do en R2. Definiciones

Definición. Se llama ecuación diferencial (EDP) de segundo orden de 2
variables independientes (x , y) a una relación entre la función incógnita
u(x , y) y sus derivadas parciales hasta el segundo orden, esto es

F

(
x , y , u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y 2
,

)
= 0

Además, se llama lineal si con respecto a cada derivada lo es.

En este curso nos dedicaremos a una descripción cualitativa de este tipo
de ecuaciones, y algunos métodos elementales de resolución.
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Clasificación

La expresión general de una EDP lineal de segundo orden

a11
∂2u

∂x2
+ 2a12

∂2u

∂x∂y
+ a22

∂2u

∂y 2
+ b1

∂u

∂x
+ b2

∂u

∂y
+ c u + f = 0

donde a11, a12, a22, b1, b2, c y f son funciones sólo de x , y .

Además,

Si las funciones a11, a12, a22, b1, b2, c son constantes, se dice que la
EDP es de coeficientes constantes

Si f = 0 la EDP se dice homogénea
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Formas Canónicas

Es natural preguntarse si a partir de un determinado cambio de
coordenadas es posible simplificar la ecuación diferencial, esto es, a partir
de un cambio de la forma

ξ = ξ(x , y)

η = η(x , y)

donde las funciones tienen inversa.
A partir de cómo es la forma final (y simplificada) que adopta la EDP se
da la clasificación.
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Clasificación

Dada la expresión

a11
∂2u

∂x2
+ 2a12

∂2u

∂x∂y
+ a22

∂2u

∂y 2
+ b1

∂u

∂x
+ b2

∂u

∂y
+ c u + f = 0

tendremos la siguiente clasificación

Hiperbólica. Será denominada de tipo hiperbólico si se satisface

a2
12 − a11a22 > 0

Eĺıptica. Será denominada de tipo eĺıptico si se satisface

a2
12 − a11a22 < 0

Parabólica. Será denominada de tipo parabólico si se satisface

a2
12 − a11a22 = 0
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Ecuaciones de la F́ısica Matemática

Los casos paradigmáticos de EDP de 2do. orden con coeficientes
constantes son, a saber

Hiperbólica. Ecuación de Onda

∇2u − 1

c2

∂2u

∂t2
= f

Eĺıptica. Ecuación del Potencial

∇2u = f

Parabólica. Ecuación del Calor

∇2u − 1

κ

∂u

∂t
= f
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Método de Separación de Variables

El método de separación de variables consiste en proponer como solución
de una EDP, una función compuesta por producto de funciones cada una
de ellas de una variable.

Para el caso de una EDP en coordenadas cartesianas, tendremos

u(x , y) = X (x) · Y (y)

Entonces, calcular el Laplaciano, resulta:

∇2u = X ′′(x) · Y (y) + X (x)Y ′′(y)

Con lo cual, la ecuación ∇2u = 0, se transforma en

X ′′(x) · Y (y) + X (x)Y ′′(y) = 0 → X ′′(x)

X (x)
+

Y ′′(y)

Y (y)
= 0

como término es función de una sola variable, no hay otra opción que

X ′′(x)

X (x)
= −Y ′′(y)

Y (y)
= λ ∈ R (o C)
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Método de Separación de Variables. Continuación

De
X ′′(x)

X (x)
= −Y ′′(y)

Y (y)
= λ ∈ R (o C)

la elección de λ será a partir de las condiciones de contorno.

Este método puede no conducir a la solución, sin embargo puede
proponerse para cualquiera de los tres tipos de EDP presentados: Ec. de la
Onda, del Calor o del Potencial.

Como veremos más adelante, dependiendo de la geometŕıa del problema,
esto es, los recintos y condiciones sobre los contornos, es que deberemos
trabajar con las coordenadas que den cuenta de la simetŕıa.
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Planteo Geométrico

El elemento de arco ds2

El R2 y R3 el elemento de arco se define inicialmente a partir de un
sistema de coordenadas cartesianas

ds2 = dx2 + dy 2, ds2 = dx2 + dy 2 + dz2

Para el caso de R3, al efectuar un cambio de coordenadas (no
necesariamente lineal)

x ′α = x ′α(x , y , z) α = 1, 2, 3

debemos obtener el elemento de arco invirtiendo y calculando el
ds2 = dx2 + dy 2 + dz2, ahora en las nuevas coordenadas
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El tensor métrico

El elemento de arco ds2

Realizado el cambio de coordenadas y calculando el ds2 se obtiene, en las
nuevas coordenadas

ds2 = dx2 + dy 2 + dz2 =
3∑

µ=1

3∑
ν=1

gµνdx ′µ dx ′ν = gµνdx ′µ dx ′ν

donde las cantidades gµν son las coordenadas del tensor métrico en este
sistema de coordenadas
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Ejemplo 1: Coordenadas Polares

En coordenadas polares,

x = ρ cos(θ), y = ρ sin(θ)

entonces,

dx = cos(θ) dρ− ρ sin(θ)dθ, dy = sin(θ) dρ+ ρ cos(θ)dθ

Calculando el elemento de arco,

ds2 = dx2 + dy 2 = dρ2 + ρ2 dθ2

Con lo que las coordenadas del tensor métrico serán

gρρ = 1, gρθ = gθρ = 0, gθθ = ρ2

[g]polares =

[
gρρ gρθ
gθρ gθθ

]
=

[
1 0
0 ρ2

]
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Ejemplo 2: Coordenadas Ciĺındricas

En coordenadas ciĺındricas,

x = ρ cos(θ), y = ρ sin(θ) z = z

entonces,

dx = cos(θ) dρ− ρ sin(θ)dθ, dy = sin(θ) dρ+ ρ cos(θ)dθ, dz = dz

Calculando el elemento de arco,

ds2 = dx2 + dy 2 + dz2 = dρ2 + ρ2 dθ2 + dz2

[g]cilindricas =

gρρ gρθ gρz
gθρ gθθ gθz
gzρ gzθ gzz

 =

1 0 0
0 ρ2 0
0 0 1
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Ejemplo 3: Coordenadas Esféricas

En coordenadas esféricas, el cambio de coordenadas es,

x = r cos(ϕ) sin(θ), y = r sin(ϕ) sin(θ) z = r cos(θ)

entonces,

dx = cos(ϕ) sin(θ)dr − r sin(ϕ) sin(θ)dϕ+ r cos(ϕ) cos(θ)dθ

dy = sin(ϕ) sin(θ)dr + r cos(ϕ) sin(θ)dϕ+ r sin(ϕ) cos(θ)dθ

dz = cos(θ)dr − r sin(θ)dθ

Reemplazando en el elemento de arco, obtenemos,

ds2 = dx2 + dy 2 + dz2 = dr 2 + r 2 sin2(θ) dϕ2 + r 2dθ2

[g]esfericas =

grr grϕ grθ
gϕr gϕϕ gϕθ
gθr gθϕ gθθ

 =

1 0 0
0 r 2 sin2(θ) 0
0 0 r 2
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Cálculo invariante del Laplaciano

Laplaciano a partir del Análisis Tensorial

El Laplaciano en coordenadas esféricas y ciĺındricas es intrincado para
obtenerlo a partir de la simple sustitución de coordenadas y cálculo de
derivadas segundas. Sin embargo, mediante técnicas del análisis tensorial,
la expresión es mucho más sencilla

Técnica:

Dado el cambio de coordenadas, tenemos las coordenadas del tensor
métrico, gµν
Obtenemos, de manera matricial, el inverso, que llamamos gαβ

Llamemos g al determinante de gµν

Con estas definiciones, calculamos

∇2u =
1
√

g

3∑
α=1

3∑
β=1

∂

∂xα

[
√

ggαβ
∂u

∂xβ

]
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El Laplaciano en Coordenadas Polares

En coordenadas polares

En polares, g = ρ2, el

[
g−1

]
polares

=

[
gρρ gρθ

gθρ gθθ

]
=

[
1 0
0 1

ρ2

]
Entonces,

∇2u =
1√
ρ2

∂

∂ρ

[√
ρ2gρρ

∂u

∂ρ

]
+

1√
ρ2

∂

∂θ

[√
ρ2gθθ

∂u

∂θ

]
Reemplazando, tenemos

∇2u =
1

ρ

∂

∂ρ

[
ρ
∂u

∂ρ

]
+

1

ρ2

∂2u

∂θ2
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El Laplaciano en Coordenadas Ciĺındricas

En coordenadas ciĺındricas

En ciĺındricas, g = ρ2, el

[
g−1

]
cilindricas

=

gρρ gρθ gρz

gθρ gθθ gθz

g zρ g zθ g zz

 =

1 0 0
0 1

ρ2 0

0 0 1


Entonces,

∇2u =
1√
ρ2

∂

∂ρ

[√
ρ2gρρ ∂u

∂ρ

]
+

1√
ρ2

∂

∂θ

[√
ρ2gθθ ∂u

∂θ

]
+

1√
ρ2

∂

∂z

[√
ρ2g zz ∂u

∂z

]
Reemplazando, tenemos

∇2u =
1

ρ

∂

∂ρ

[
ρ
∂u

∂ρ

]
+

1

ρ2

∂2u

∂θ2
+
∂2u

∂z2
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El Laplaciano en Coordenadas Esféricas

En coordenadas esféricas

En esféricas, g = r 4 sin2(θ), el

[
g−1

]
esf éricas

=

g rr g rϕ g rθ

gϕr gϕϕ gϕθ

gθr gθϕ gθθ

 =

1 0 0
0 1

r2 sin2(θ)
0

0 0 1
r2


Entonces,

∇2u =
1√

r4 sin2(θ)

∂

∂r

[√
r4 sin2(θ)g rr

∂u

∂r

]
+

1√
r4 sin2(θ)

∂

∂ϕ

[√
r4 sin2(θ)gϕϕ

∂u

∂ϕ

]

+
1√

r4 sin2(θ)

∂

∂θ

[√
r4 sin2(θ)gθθ

∂u

∂θ

]

Reemplazando, tenemos

∇2u =
1

r 2

∂

∂r

[
r 2 ∂u

∂r

]
+

1

r 2 sin(θ)

∂

∂ϕ

[
1

sin(θ)

∂u

∂ϕ

]
+

1

r 2 sin(θ)

∂

∂θ

[
sin(θ)

∂u

∂θ

]
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(1980)

Naón, Carlos; Rossignoli, Raúl; Santangelo, Eve Ecuaciones
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