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Ecuaciones Diferenciales de
Segundo Orden

Coeficientes Constantes

@ Ecuacién Homogénea

Propuesta de soluciones e“!. Ecuacién Caracteristica
e Casos: a's reales distintos

e Casos: a's complejos distintos

o Casos: a's iguales

@ Caso no homogéneo: Variacién de los pardmetros

Octavio Miloni (Facultad de Cs. AstronémicaMatematicas Especiales Il Clase 2 Ecuacior



Ecuaciéon Homogénea

Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden
X"(t) + ax'(t) + bx(t) =0
Para darle un marco de sistemas de ec. diferenciales lineales, podemos
definir y(t) = x/(t) con lo que tenemos el sistema lineal homogéneo
X(t) =y
y'(t) = —ay—bx

En términos matriciales,

x' X 0 1 ) (x)
= A =
(V) <Y) <—b —a) \y
ST OW[IIWI-MVITeM cxisten dos soluciones linealmente independientes
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Propuesta de soluciones et

De la reescritura de la ec. de segundo orden como un sistema de primer
orden, podemos afirmar:

@ Posee dos soluciones linealmente independientes
e El Problema de Valor Inicial necesita x(ty) e x'(to)

Para la busqueda de las soluciones, consideremos como ansatz: x(t) = et
Reemplazando en la ec. diferencial

[a2+aa+b] e**=0 comoe®t#£0
Tenemos la ecuacion caracteristica
o®>+aa+b=0 notemos que es la ec. de autovalores de la matriz A

tendremos los casos:
@ Dos soluciones distintas (reales o complejas), a1y a2

@ Raiz doble: una unica solucién en «
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Si al resolver la ecuacidén caracteristica tenemos que las raices son
distintas, hemos resuelto el problema y la solucién general serd

X(t) = c1 e™ ty o e™? t— c1 Xl(t) + o Xg(t)

Para el caso en que a y b sean reales, tendremos que

@ a1 Yy ap son reales. Entonces la solucién general es

x(t) = c1 et + cpe™!?

@ a1 Yy ap son complejos conjugados oy = 1+ i w,
solucién se puede escribir

x(t)

ax=n—iwyla

ent [Cl eiwt + o e—iwt]

e" [(c1 + ) cos(wt) +i(c1 — ) sin(w t)]
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Caso a1 = oy

Para el caso en que la ecuacidn caracteristica admita una raiz doble,
apelaremos a la forma de Jordan para la matriz fundamental.
Recordemos que en la base de autovectores generalizados (ver formas de
Jordan) la matriz de Jordan se escribe

J=AI+N

Para este caso, el autovalor serd « (la raiz doble), la matriz es 2x2 y
tendremos entonces que la forma de Jordan para la matriz fundamental

oodli GOl e oy o)

Entonces,
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Problema No Homogéneo: Método de Variacién de los

Parametros

Consideremos la ecuacién
X"(t) + ax'(t) + bx(t) = f(t)

Notemos que Si x4(t) es una solucién de la ecuacién homogénea y x,(t)
es una solucion particular, tendremos que xp(t) + x,(t) es también
solucién de la ecuacidn

A partir de esta propiedad -trivial, debido a la linealidad de la ecuacién
diferencial- es que se propone como solucién particular

xp(t) = c1(t) xa(t) 4 c2(t) x2(t)

donde x1(t) y x2(t) son las soluciones LI del problema homogéneo.
Cémo obtenemos ¢;(t) y c2(t)? Imponiendo que la funcién propuesta
satisfaga la ecuacién diferencial
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Las funciones ci(t) y c(t)

A partir de la imposicién de que la funcién propuesta satisfaga la ecuacion,

obtenemos ecuaciones para ci(t) y cz(t). La resolucién de las ecuaciones
nos brinda las funciones

a(t) = —/XZ(t)f(t) dt

w
o(t) = /)q(t&/f(t)dt
donde
— de Xl(t) X2(t) — 5 ! ~ 5 (H)x
w=det | (7308 5] = (400 - xteete)

que es el Wronskiano ya definido para sistemas de ecuaciones lineales
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Funcion de Green

Reemplazando las funciones ci(t) y c(t) en la solucién particular

xp(t) = c1(t) xa(t) 4 c2(t) x2(t)

Tenemos

xp(t) = [—/)Q(t?;(mdt*} xi(t) + [/)q(iz‘f(t*)dt] xo(t)

t * *
xa(t)xa(t) — xi(t")x(t) } oy g
t) = f(t*)dt
0= [ [t e ©
Llamando Funcién de Green (ya volveremos a hablar de esta funcion)
G(t7 t*) _ |: Xl(t )X2(t) _Xl(t )Xz(t) :|

xa (E)xg(t%) — xq () x2(t%)

Podemos escribir

xo(t) = /t G(t, ) F(*) dt*
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Ejemplos

Particula libre: x”(t) = 0 (para hacerlo con este abordaje)
Caida libre: y"(t) = —g
Oscilador Arménico: x”(t) + w2 x(t) =0
Oscilador Amortiguado: x”(t) + bx'(t) +wg x(t) =0
Oscilador Amortiguado y forzado: x”(t) + bx'(t) + w3 x(t) = f(t)
Circuitos Corriente Alterna
o d d

1
L—I+R—I+ == —fup
dt2 + dt + C dt (1)

con L: autoinductancia, R: Resistencia y C: capacitancia. La fem(t)
es el potencial eléctrico suministrado fuerza electromotriz
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