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El Laplaciano en Coordenadas Esféricas

El Laplaciano de un campo escalar definido en R3, ®(x,y, z), es

Pd  92d 920

24 —
v¢_8x2+8y2+822

Si cambiamos las coordenadas a esféricas

r cos(0) sin(p)
r cos(6) sin(p)

z = rcos(p)

El Laplaciano toma la forma:

Octavio Miloni (Facultad de Cs. AstronémicaMatematicas Especiales || Clase 15 Ecuaci¢



Método de Separacién de Variables

Si la funcién ®(r, 0, ¢) es separable en la forma

&(r,0,0) = R(r) Y(0,¢)

El Laplaciano toma la forma

d’R  2dR
2 _ —
Vie = Y(e"p)[dﬂ +rdr]+

L[ 1 9. 0Y(0.y) 1 2Y(0,9)
TR0 [Sin(w)ﬁw[ )¢ ]Jrsinz(so) 06° }

Entonces,

ROY(6.9) " =R | d? Trar| T

1 0 " oY (6, ) 1 0%Y(0,9)
T Y09 [Sin(w)aw [S () dp }+sin2(w) 902 ]

r? 20 — r? {d2R 2dR]
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La ecuacién de Laplace en Coordenadas Esféricas

La BBl R CREE s V2d = 0

Considerando que las variables son separables en el sentido presentado,
tenemos que la ecuacién de Laplace en esféricas la podemos escribir

PR 2aR) L[ 10 [ OV(0)] L Y]
R |dr? " rdr Y [sin(p) dp sine Ao sin?(p) 062 |

o bien

R | dr2 " rdr] Y [sin(p)dy sine dp sin?(p) 0602

sélo depende de r sélo depende de O y

Para que esto ocurra, se debe cumplir

2 [d?°R 2dR

R[clr2+rdr]
. oY 1 9%y

Sin(w)asO[sm(w)@so} sinz(@)w] -

Y

1[18
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La Ecuacién Radial

La parte radial de la ecuacién es

d’R dR
2= = — = i6 11
r +2r p +CR=0 (Ecuacién de Euler!!!!)

Proponiento una serie de potencias de R = >_9°, a,r’ llegamos a
D all(t—1)+20+Clr 2 =0

Entonces, C es
C=—((l+1)

Entonces, la solucién general sera
p=A Ly +Br'y
S r

Con este valor de C vamos a la ecuacién para Y(6, )
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La ecuaciénen 0y ¢

Para la funcién Y (0, ) la ecuacién diferencial es

1 0 |. oY 1 82y
sin(¢p )330|: (80)380}+sinz((p)802+€(f+1)\/(9,g0):0

Si efectuamos el cambio de coordenadas £ = cos(y) tendremos que las

derivadas las podemos escribir:

AN\
8@ = sin(@ 8,5

0Py oY Py
87S02 = — COS( )875 + SInz(@)TéQ
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La ecuacién en 6 y ¢ (continuacion)

Reemplazando en la ecuacién para los angulos tenemos

aY 1 9%y
_27_ —— —
(1-¢ e £+€(€+1)Y+1_£2692 0

Ecuacién de Legendre!

Si proponemos Y = Y; (&) e™ con m € Z y reemplazamos en la ecuacién,
tenemos

2Y, Y 2 ,
{(1—§2)C{;§21—258851 {(€+1) 1'1752] Yl}e'm":o

que es satisfecha por la funcién solucién de

92y, avl
0e2 T o¢

que es la Ecuacién Asociada de Legendre

1-) [w+ L
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Propiedades de las Funciones asociadas de Legendre

Las funciones P;" satisfacen la ecuacién diferencial

d*P(€) dP(€)
FTPT:

m?

2
(1_5) 1_52

+ [€(£+1)— P(&) =0

1. Ortogonalidad. En [—1,1]

1 0 Iy
/ Pé"(t)PZ’(t)dt—{ 2 (m)

-1 20+1 (€—m)! =1

2. Férmula de Rodrigues. Los P;"() se pueden calcular a partir de

P = (-1" - )T T 1Rde)] = - )

d€+m
d€€+m

N3

(& -1)
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Propiedades de las Funciones asociadas de Legendre

(Continuacicn)

Las condiciones de periodicidad y regularidad en el polo norte y sur de la
esfera hacen que el indice £ y el orden m necesarios para que se satisfagan
deben ser y cumplir: £ >0y |m| < /¢, es decir —¢ < m < /.

Consideremos los m positivos:

dm
dem

PI(&) = (1-¢€%)7 [Pe(€)]

Para tomar en cuenta los negativos, tendremos
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Armodnicos Esféricos

La parte angular de la solucién de la ecuacién de Laplace tendrd como
expresion
PP (€)e’ ™

Si definimos sobre la superficie de una esfera unidad el producto interno

0=2m =7
ey = [ [ 008 0.5) snt)dp s

=0
angulo sélido d?Q
junto con la relacién de ortogonalidad de las funciones asociadas de
Legendre, tendremos
2 L+ m)!

m im@pm imo\ _ , ,
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Definicidon de Arménicos Esféricos

Con todo lo visto, se define los » Yem(0, )

2041 (L —[m))! _jm| i mo (-1)™ m>0
Yem(0,0) = P im
(. 2) \/ A (e (SR m<0

Entonces, la solucién general a la ecuacién V2® = 0 serd, por el principio
de superposicién

) J4

0r0.9) =Y 3 A7 g + B Yial0.)

{=0 m=—¢
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Tabla para los Primeros de Arménicos Esféricos Yy (6, )

A partir de la definicién tenemos

Yo, 1= /& sin() cos(p)e
£=2:% Y9 = /% [%cosz(¢)7 %]

Va1 = —\/ 22 sin(e)cos(p)e’®

Y asi sucesivamente
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Teorema de Adicidn de Armdnicos Esféricos

Un resultado de gran aplicacién en Teoria del Potencial es el denominado
Teorema de Adicién de Armodnicos_Esféricos. Si dos radios vectores forman

entre si un angulo v (cos(y) = \<ﬂll\r )|) se tiene
7l |r

Z Yém 790) Yfm(eatp)

4
20+1

Pe(cos(7)) =

donde
cos(7y) = cos(¢) cos(¢) + sin(ip) sin(") cos(6 — ¢')

Recordemos ademas que los polinomios de Legendre pueden ser obtenidos
a partir de la funcion generatriz

\/1+t2 2x t ZP[ )t
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