
Matemáticas Especiales II
Clase 12

Ecuaciones con coeficientes variales II.

Método de Frobenius

Octavio Miloni
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Método de Frobenius

Consideremos ahora, una ecuación diferencial lineal de segundo orden

P(x) y ′′(x) + Q(x) y ′(x) + R(x) y(x) = 0

Si x0 es un punto singular regular. Dividiendo a ambos miembros por P(x)
y multiplicando a ambos miembros por x2 obtenemos

x2 y ′′(x) + x2 Q(x)

P(x)
y ′(x) + x2 R(x)

P(x)
y(x) = 0

o equivalentemente

x2 y ′′(x) + x

[
x

Q(x)

P(x)

]
y ′(x) +

[
x2 R(x)

P(x)

]
y(x) = 0

Como x0 es un punto singular regular,
[
x Q(x)

P(x)

]
y
[
x2 R(x)

P(x)

]
son anaĺıticas,

por lo que tenemos para ambas funciones desarrollo de Taylor
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Desarrollos

Para las funciones entre corchetes tenemos series de Taylor convergentes
alrededor de x = 0,[

x
Q(x)

P(x)

]
= α0 + α1 x + α2 x2 + α3 x3 + · · ·[

x2 R(x)

P(x)

]
= β0 + β1 x + β2 x2 + β3 x3 + · · ·

Si reemplazamos estas expresiones en la ecuación diferencial, tenemos

x2 y′′(x) + x
[
α0 + α1 x + α2 x2 + · · · ] y′(x) +

[
β0 + β1 x + β2 x2 + · · · ] y(x) = 0

distribuyendo el primer término

x2 y′′(x) + α0 x y′(x) + x
[
α1 x + α2 x2 + · · · ] y′(x) + β0 y(x) +

[
β1 x + β2 x2 + · · · ] y(x) = 0

Reagrupando, tenemos

x2 y′′(x) + α0 x y′(x) + β0 y(x)︸ ︷︷ ︸
Euler

+
[
α1 x + α2 x2 + · · ·

]
y′(x) +

[
β1 x + β2 x2 + · · ·

]
y(x) = 0
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Método de Frobenius. Propuesta de Solución

El hecho de que un primer término sea la ecuación de Euler, sugiere y
motiva a buscar soluciones en serie para la ecuación diferencial (ahora, la
completa) en la forma

y(x) = x r
∞∑
`=0

c` x`

donde r sea solución de la ecuación indicial r 2 + (α0 − 1) r + β0

Casos Posibles. Soluciones Generales
Caso r1 6= r2, r1 − r2 /∈ Z

y(x) = λ1 x r1

1 +
∞∑
`=1

c
(r1)
`

x`

 + λ2 x r2

1 +
∞∑
`=1

c
(r2)
`

x`



donde los coeficientes c
(r1,2)
` se obtienen a partir de la expresión, para

c
(r1,2)
0 = 1

c
(r1,2)

`
= −

1

p(` + r1,2)

∑̀
j=1

c
(r1,2)

`−j

[
αj (` + r1,2 − j) + βj

]
, p es el polinomio indicial ` = 1, 2, . . .
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Método de Frobenius. Propuesta de Solución

Caso r1 = r2

Para este caso, notemos primero que L[yr (x)] = p(r) x r = (r − r1)2 x r Con
lo cual, tendremos que

L

[
∂yr (r)

∂r

]∣∣∣∣
r=r1

= 0

Entonces, la segunda solución linealmente independiente será

y2(x) = x r1

{
ln |x |

[
1 +

∞∑
`=1

c
(r1)
` x`

]
+

∞∑
`=1

dc
(r1)
`

dr1

}
Caso r1 − r2 ∈ Z

y(x) = yr2(x) [λ2 + λ1 ln |x |] + x r1

∞∑
`=0

dc`(r1)

dr
x`

con λ1 y λ2 constantes arbitrarias.
Este caso requiere un análisis minucioso respecto a los coeficientes (ver
Miloni, 2015)
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Punto en el infinito

Estudiemos la ecuación diferencial

P(x) y ′′(x) + Q(x) y ′(x) + R(x) y(x) = 0

pero en la variable ζ = 1
x

Para que el punto en el infinito sea un punto singular regular, es
equivalente a que ζ = 0. La condición será que

1

P(ζ)

[
2

ζ2
P(ζ)− 1

ζ
Q(ζ)

]
y

1

ζ2

R(ζ)

P(ζ)

sean anaĺıticas en ζ = 0
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