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La Delta de Dirac δ(t − t0)

Construcción por aproximación

Consideremos el siguiente pulso rectangular

1

2ε
[µt0−ε(t)− µt0+ε(t)]

Grafiquemos esta función para diferentes valores de ε
Vamos a definir la distribución δ(t − t0), Delta de Dirac al ĺımite

δ(t − t0) = lim
ε→0

1

2ε
[µt0−ε(t)− µt0+ε(t)]

En virtud de cómo está definida, es un impulto infinito e instantáneo!

Veamos algunos gráficos de aproximaciones
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aproximaciones de la δ(t − t0)
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aproximaciones de la δ(t − t0)
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aproximaciones de la δ(t − t0)
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aproximaciones de la δ(t − t0)
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Algunas Propiedades

∫ ∞
−∞

δ(t − t0) dt = 1

∫ ∞
−∞

δ(t − t0) f (t) dt = f (t0)

∫ ∞
−∞

δ(t) f (t) dt = f (0)

L[δ(t − t0))] = e−t0s

L[δ(t))] = 1
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Convolución. Definición

Definición. Dadas las funciones f y g (en principio definidas en toda la
recta real) se define la convolución entre f y g a través de

(f ∗ g)(t)=

∫ ∞
−∞

f (η)g(t − η)dη

En el contexto de la Transformada de Laplace, donde las funciones están
definidas para los reales positivos, tendremos

(f ∗ g)(t)=

∫ t

0
f (η)g(t − η)dη

Una interpretación f́ısica: Si f (η) es un est́ımulo en η y g(t − η) es la
respuesta en t a un est́ımulo en η la convolución es la ”suma” de todas las
respuestas a ese est́ımulo.
Ejemplo: El potencial gravitatorio,

φ(r) = −G

∫∫∫
R3

ρ(r′)
1

|r − r′|dx ′dy ′dz ′ = −G

(
ρ ∗ 1

r

)
(r)
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Propiedades de la Convolución

Conmutatividad
f ∗ g = g ∗ f

Asociatividad
f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h

Distributividad
f ∗ (g + h) = (f ∗ g) + (f ∗ h)

Asociatividad con estalar

a(f ∗ g) = (af ) ∗ g = f ∗ (ag)

Regla de Derivación

D(f ∗ g) = Df ∗ g = f ∗ Dg , donde D es un operador diferencial
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El Teorema de la Convolución

Si F (s) = L[f (t)] y G (s) = L[g(t)] se tiene

L[(f ∗ g)(t)] = F (s)G (s)

El producto de transformadas es el producto en R
Idea de la Demostración. Calculemos la transformadad de Laplace

L[f ∗ g ] =

∫ ∞
0

[∫ t

0
f (η)g(t − η)dη

]
e−st dt

Transformamos a una integral doble en la región (graficar para ver) del
plano t η descripta por las relaciones 0 ≤ η ≤ t, 0 ≤ t <∞
La región se puede parametrizar también como η ≤ t <∞, 0 ≤ η <∞
Finalmente, haciendo el cambio de variable u = t − η y agrupando se
demuestra la propiedad
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Aplicaciones a las Ecuaciones Diferenciales Lineales

A partir de las propiedades de la Transformada de Laplace, principalmente
en lo que respecta a las transformadas de derivadas podemos resolver
problemas de valor inicial.
Dado el problema de valor inicial de segundo orden

x ′′(t) + a x ′(t) + b x(t) = f (t), x(0) = x0, x ′(0) = v0

Calculando la transformada de Laplace a ambos miembros, llamando
X (s) = L[x(t)] y F (s) = L[f (t)] tendremos que el PVI lo podemos
transformar

s2 X (s)− s x0 − v0 + a (s X (s)− x0) + b X (s) = F (s)

Entonces,

X (s) =
F (s) + x0 s + a x0 + v0

s2 + a s + b

Antitransformando con las propiedades conocidas, obtenemos la x(t)
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Aplicaciones a las Ecuaciones Integro-Diferenciales

De manera análoga a aplicar la transformada de Laplace para ecuaciones
diferenciales, podemos aplicar a ecuaciones integrales

φ(t) +

∫ t

0
K (ξ, t)φ(ξ) dξ = f (t)

o las denominadas integro-diferenciales

φ′′(t) + aφ′(t) + b φ(t) + d

∫ t

0
K (ξ, t)φ(ξ) dξ = f (t)

Ambas ecuaciones son ejemplos, no los únicos casos de aplicabilidad.
En general, si la función que aparece en el integrando es del tipo K (t − ξ)
podremos interpretar la integral como una convolución y aplicar
transformación de Laplace, de la misma manera
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