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Series de Fourier
Convergencia Puntual

o Teorema de Riemann-Lebesgue
o Sumas Parciales

o Teoremas de Fourier



Teorema de Riemann-Lebesgue

Matemtica En esta clase, el soporte analitico lo provee el

Avanzada
Vel E N LN EL R R ETIEY el cual serd aplicado en todos
Clase Nro. 9 los teoremas de convergencia puntual de las [HEKs CREII1g

Octavio

Miloni Vayamos al enunciado

Teorema. Riemann-Lebesgue. Sea f(x) una funcién
continua a trozos en el intervalo [a, b]. Entonces se cumple:

b b
lim / f(x) sin(k x) dx = lim / f(x) cos(kx)dx =0

k—o0 k—o0

El Teorema nos garantiza que si una funcién f(x) cumple con
las condiciones del Teorema

lim /b f(x)sin(kx+r)dx=0

k— o0



Demostracion del Teorema de Riemann-Lebesgue

Matemitica Vamos a demostrar que el limite de la integral con el sin(kx),
ya que la demostracion es andloga para el otro limite.
CaseNro. 9 Ya que la funcién f(x) es continua a trozos, podemos
Qetavio subdividir el intervalo [a, b] en subintervalos en los cuales la
funcién es continua.
Entonces, basta con considerar el limite
q
lim / f(x) sin(k x) dx
k—o00 p
donde [p, q] es uno de los subintervalos de continuidad de f(x)
Asimismo, dividamos la integral en n subintervalos
equiespaciados p = xp, X1, X2,...,X, = g con lo que podemos
expresar

/,, F(x) sin(k x) dx = ,;/w ™ F(x) sin(k x) dx
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Demostracién del Teorema de Riemann-Lebesgue
continuacion

La integral
q =1 ey
/ f(x) sin(k x) dx = Z/ f(x) sin(k x) dx
P =0 "Xt

la podemos escribir también como

ni{f(w)/:m sin(k x) dx+/xm [f(x) — f(x¢)] sin(k x) dx}

£=0 ¢ Xt

Tenemos que la primera integral es de integracién inmediata
F(xe) [0 sin(k x) dx = —f(xg) bl mcosta)
Para la segunda integral, podemos ver que la misma esta

acotada por el valor absoluto de |f(x) — f(x)|
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Demostracién del Teorema de Riemann-Lebesgue
continuacion

Entonces, tenemos que el valor absoluto lo podemos acotar

'/ (x) sin(k x) dx

Si M es el maximo de la funcién en el intervalo [p, g] podemos

acotar:
Q

cos(xg11) — cos(x¢)
k

<Z\fx1/

£=0

=1 e
+Z/ [F(x) — F(xg)|dx

£=0"%¢

n—1

> 1)l
=0

n—1
— 2M  2M
cos(xp4+1) cos(xl)‘ < Z _ n
k - k k

£=0

o Como f es continua en cada subintervalo, tenemos
|f(x) — f(x¢)| < € siempre que |x — x¢| < d. Entonces

n—1

[ 1060 = Felax < < (a = )
£=0"%¢
Si ahora definimos &' = 2¢ (g — p) y para un valor fijo n
. .. /
elegimos un k suficiente grande de manera tal que 2’\;’" <5
tenemos que probamos el teorema.




Los Teoremas de Fourier
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Miloni . " . .
garantizan la convergencia puntual de las Series de Fourier en
los diferentes escenarios para la funcién a desarrollar, f(x):

o La funcién f(x) es continua y derivable en todo el intervalo

o La funcién f(x) es continua pero no derivable en un
conjunto finito de puntos del intervalo

o La funcién f(x) es discontinua en un niimero finito de
puntos del intervalo
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Preparacién. Sumas Parciales

Consideremos una funcién f(x) definida en el intervalo [—m, 7]
la sumas parciales de Fourier son

Sp=ao+ Z [a¢ cos(¢x) + by sin(£x)]
=1

donde, escribiendo la expresidn para los coeficientes, tenemos

z /W f(t) cos(€ t)dt:| sin(Zx)}

1

Sp=— [T f(t)dt+§n:“i /7r f(t)cos(lt)dt] cos(£x) +
e=0 (LT /=

TonJox

Regrupando podemos escribir

5, = i/ﬁ F() Kn(t — x) dt

—T

con
n

+ cos[{(t — x)]
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podemos demostrar las siguientes propiedades
o [T Kn(t—x)dt=m

B . sin[(n—i—%)(t—x)]
° Kn(t X) - 2sin[%(t—x)]
La primera propiedad es inmediata a partir de la definicién.
Para demostrar la segunda, notemos que

sin [(u %) (t— x)] — sin [(4 - %) (t— X)] = 2sin E(: - x)} cos(£ (t — x))

Entonces,
1

1 sin[(n+ 5)(t—x)]

t
T



Caso I: Funciones Continuas y Derivables

Matemdtica
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ser=1 [ in[(nr3) 0]
T J—x 2sin [%(tfx)]
Clase Nro. 9
Octaio En el integrando sumemos y restemos f(x)
Honi

sin [(nJr %) (t— x)}
LN 70 Ty
2sin [%(t—x)}

t

sa) = = [T 170 = 10 + 7]

™

t

Salx) = f—x)/" inf(n+ 3) (] (t: N il [F(e) — ) L7 2) (7 9] [(n+3) -]

-7 2sin {%(t— ] ™S 2sin [%(t—x)}

JT . Kn(t—x)dt=n

1y sin [(n+%)(t—x)] 1w (1) — (%) sin [(n+%)(t7x)]
- /77\' (D) = £0) 2 sin {%(t _ X)] o= . /—‘n [ ] Sin[l%(t—x)]
5 (t—x)

dt

t—x

En la segunda integral podemos aplicar Riemann-Lebesgue
(discutirlo). Al tomar limite, limp_,o Sp(x) = f(x)
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Caso II: Funciones Continuas y no Derivables

Escribamos nuevamente la expresion de la suma parcial para un
punto de discontinuidad de la derivada, xg,

sin [(n+ %) (t— xo)}

o - 0 D] 1
7/ snjlntz)t=x) 1 /7W[F(t)7f(><o)] 2ein {%(t,xo)}

J—m 2sin [%(t — xo)} ™ . o

Sn(x0) =

™

JT . Kn(t—xg)dt=m

Vamos a pedir que si bien la funcién no es derivable en algunos
puntos, si posee limites laterales para la derivada, es decir,

im0 ) — o) iy
h—07t h

(x0)

. /
y lo propio para f'(=)(xp)
Entonces, si en la segunda integral de la suma parcial dividimos
la integracién seglin los puntos de discontinuidad de la derivada
y teniendo en cuenta que existen los limites laterales podemos
aplicar el Teorema de Riemann-Lebesgue, por lo que
limp— 00 Sn(x0) = f(xo0) en cualquier punto de discontinuidad
de la derivada.



Caso IlI: Funciones con discontinuidades

Matemitica Consideremos xg un punto de discontinuidad de la funcién f(x)
la suma parcial nuevamente serd
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Octavio Sn(x0) = 7_/ (1) -T2 dt
Miloni T 2sin [t~ )]

y dividamos la integral en el punto de discontinuidad

1 X 1 7\'
Sn(x0) = ;/0 F(£) Kn(t — x0) dt + 7/ F(£) Kn(t — x0) dt

— ™ Jx

Calculemos la primera integral:

1 X0 _ _
2 / F(£) Kn(t—x0)dt = — / Ka(t — x0) dt +— / [F(6) = F0g7) + £ )] Kalt—xo)at
—r xp—¢€

T

—0 n—oo (Riemann— Lebesgue)

1 /;075 [f(t) — f(x(;)+f(x(;)] Kn(t — x0) dt =

™

flq)
2

usando que f;;o_e Kn(t —xo)dt =5



Caso IlI: Funciones con discontinuidades.

. .
Continuacion
Vetemstica De manera andloga, tenemos
vanzada
1 ™ 1 xp+e 1 ™
CaseNio. 9~ [ A Ka(t—ro)dt = = [ [1(0) = 106 + 03] Kalt—ro) et — [T (e Kalt = x0) e
™ Jxo ™ Jxo ™ Jxpt+e
Octavio
Miloni —0 n—oo (Riemann— Lebesgue)
Resultando

i/ﬂ F(£) Kn(t — x0) dt = f(f)

Entonces, sumando las dos integrales obtenemos

1im_Sn(x0) = f();o) + f()f) _ ) J2F f(x)

Lo que indica que en los puntos de discontinuidad, la serie de
Fourier converge al promedio del salto de la discontinuidad
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