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Espacio Dual

Matemadtica
Avanzada

Clase Nro. 3 Ejemplo 1
it Considerar la base dual para R?, {dx", dx*, dx°} definidas como
Xm(ij’Z) = 2X—y—|-z
dX2(X7y’z) = X — 2y—|— 3z
dX3(X7y7Z) = —X—|—y—z
Hallar

a) La base de R3
b) Las coordenadas del vector (6,7, 8)

c) Las coordenadas de la funcional lineal f(x,y,z) = x+y+z
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Cambio de base y coordenadas

Consideremos un cambio de base en el espacio vectorial V.
Esto implica que tenemos un cambio definido a través de la
relacién

e, =Ne,

Ahora, dado un elemento de V* este se representa de manera

invariante
n o g v
fdxt = f, dx

Aplicando a ambos miembros la funcional a un vector
V= x%, = X’Befg, se obtiene

fl; = /\Z f,  cambio de coord. de funcionales

y para el cambio de base se puede obtener

dx'* = [\ dx”
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Cambio de base y coordenadas

Resumen de cambios

Resumen de cambio de base y coordenadas

H Espacio Base ‘ Coordenadas H
Espacio V e, =Ne, X't = [N 5 xv
Espacio V* | dx* = [A71]" dx” fr = Nif,

Recordar que la representacién con subindices y supraindice

tenemos

o El supraindice indica fila

o El subindice indica columna
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Covarianza y contravarianza

Coordenadas Contravariantes
Hemos visto que un vector lo denotamos

Z —
v=xle,

las coordenadas x* las denominamos coordenadas
contravariantes y aparecen siempre en los supraindices.

Coordenadas Covariantes

Las funcionales lineales, elementos del espacio dual las
denotamos
_ i
f = f,dx

las coordenadas f,, las denominamos coordenadas covariantes y
aparecen siempre en los subindices.



El gradiente de un campo escalar

Matemadtica

Jiastens Consideremos una funcién diferenciable en (xo, yo, 20)

f:R3 =R, f(x,y, 2).
o Por definicién de diferenciabilidad, en un punto P(x, yo, 20) se
Miloni puede escribir

Clase Nro. 3

of of of
Af = 2L (Pyu+ (P I (P) u, +e||a
8x( Yu +8y( )uy+8z( ) uz +e||d|
df (P)

Entonces, la diferencial

of of of

ox (P) uz

es un funcional lineal, cuyas componentes g—i(P), %(P) y
%(P) es el gradiente de la funcidn.
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Formas bilineales

Formas bilineales

Una forma bilineal sobre un espacio V' es una aplicacién
F:V xV — R tal que cumple

o f(U; A vi+v3) = Af(d; i)
o f(\-u1+ w; V) = M(u1; V)

+ f(U; v3)
+ (2 V)
Observacion

Podemos notar que, dado un espacio vectorial V' y su dual V*
una forma bilineal puede ser obtenida de la siguiente manera:
Sean f y g dos elementos del espacio dual V*. Entonces,

F(d,v) = f(d) - g(v)

(donde notemos que el producto se realiza en R) es una forma
bilineal.



Ejemplo
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Senzas Consideremos, como ejemplo, la forma bilineal sobre R?

Clase Nro. 3 o

F(d;v) =2ux vy — 4 uyv Uy Vi — 2 Uy, V,
Octavio (’ ) X X Xy+ y X Yy
Miloni

puede escribirse como

donde
f(d) =2ux+ uy, glV) =vi—2y,

Veamos que esto no es una particularidad, sino que cualquier
forma bilineal puede ser escrita como " producto” de dos
1-formas. El encomillado viene de que lo que se ve como
producto es la aplicacién en los vectores, pero no sabemos que
es producto de 1-formas.



Formas Multilineales
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Octavio elemental: Una forma multilineal sobre V es una aplicacién
Honi
F:VxVxVx-...-xV =R que se puede explicitar como

F(Vi,Vo,...,Vm)

lineal en cada argumento.
M3ds adn, una forma de construir una forma m—lineal es a
partir de m elementos del espacio dual, fi, f, ..., f, y definir

F(v, V2, V) = (V1) - 22(V2) -+ - i (Vim)



