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Problema de Contorno en el Espacio

1. El problema de Sturm-Liouville puede ser extendido a problemas de
contorno en el plano y en el espacio.

2. Las ideas y propiedades relacionadas a la funcién de Green pueden ser
extendidas a R? y R3

3. Andlogamente a los visto para un problema unidimensional, la solucién
de un problema inhomogéneo serd construida a partir de la funcién de
Green.

4. En un problema espacial, vamos a considerar una superficie cerrada
S = 9V frontera de un volumen V

5. Con este anélisis, haremos un estudio del potencial gravitatorio para el
caso espacial, teniendo en cuenta volumen acotado y el problema infinito.
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Condiciones de Contorno. Las lIdentidades de Green

Para tratar las condiciones de contorno en el problema del potencial,
vamos a considerar un procedimiento desarrollado por .
Este procedimiento consiste en aplicar el conocido Teorema de Gauss

///V Div(F) dv = //av (F|) dS

donde OV es la superficie frontera del volumen V' y 7 el vector normal
exterior.

Si eleglmos dos campos escalares ® y W de tal manera que definimos el
campo F a partir de la relacién F = ® VV tenemos que

Div(® VV¥) = oV + (Vo|VV)

Reemplazando en la integral, tenemos la

/// [OV2V + (VO|VV)] dv-// (VV|ii) dS = // oY 4s
ov oV 8n
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Las Identidades de Green ( Continuacidn)

Si a partir de la

/// [V + (VO |VV)] dv_// d)—dS
oV 8[‘1

Intercambiamos ® con VW y restamos obtenemos la

[OV2V — WV?S] dv = oV w9 gs
I, J o5 e

Para aplicar las identidades de Green al problema del potencial, tengamos
en cuenta que

v2

! ]:—47“5(7 r)

7= 7|

Esta identidad se obtiene directamente a partir de aplicar el Teorema de

Gauss
= [\r_m} a= [}, ow Vi ,—] =/, ?_<|*> -/, ar[p_,q]’ds*‘“
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Aplicacién de las Identidades de Green. Ecuacién de
Poisson.

Si aplicamos la segunda identidad de Green en la que para la funcién ¢
sea el potencial gravitatorio y la funcién
1

-

7

v —

Ademas, si consideramos que el potencial gravitatorio debe satisfacer la
ecuacion de Poisson

V20 = 4nGp
Tenemos

///[ a7 =) _| “pﬁ]dvi//av{ n[r—r'\]_v—lﬁ\s;}ds

Entonces, calculando la primera integral

7
¢(F):—G/// p(rldv’—i// P R . S
vI|r—r| ar J Jov on' | |fr—r| |F—r'| On'
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La funcién de Green. Problema de Dirichlet y Neumann

A partir de la propiedad

v2[q1ﬁ]=—4w5(? r)

77

vemos que esta funcién cumple con la condicién fundamental para ser
funcion de Green. M3s aln, si consideramos una funcidén arménica
adicional, también satisface la ecuacién, con lo que podemos construir una
funcion de Green de la forma

1 5

G(7,r) = —— + F(7,F) (V2F =0)

Entonces, sustituyendo en la férmula de Green para la funcién ®(7)
Entonces, calculando la primera integral

. . (7, r .
(7) = —G/// 7 F’dv——// 8Gr_’,)—G(F,r’)a—cE ds
Y% on’ on’
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Condicidon de Dirichlet

De la expresion

() = —G/// ()6 F7dv——// LG(;) 67722 | ds
4 J Jov on’ aon’

si imponemos la condicién de Dirichlet
G(7,r)=0 res

la solucidn sera

:—G/// GDF7dv—i// ¢Md§
ar JJav on’'
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Condicién de Neumann

Para la imposicién de la condicién de Neumann, debemos tener cuidado

BG(rr

! .z
porque poner sencillamente ) = 0 nos podria traer confusién, ya que
n

por aplicacidn directa del Teorema de Gauss

AG(7, r")
// — dS = —4rw
JJov on’

Por lo tanto, la condicién mds sencilla que podemos imponer para el
problema de Neumann es

=—— (reS)

donde S es el valor del 4rea de la superficie S

Con esto, la solucion a la Ecuacién de Poisson con la condicion de
Neumann para & serd, llamando (®)s al valor medio del potencial sobre la
superficie

®(F) = (¢ S—G/// (7)G ,rdv+—/ GNF,F’)a—dS
av on’
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Aplicaciones a la Fisica
Matematica

Teoria del Potencial |l: Desarrollo
Multipolar

El Laplaciano en Coordenadas Esféricas

©

o Armonicos Esféricos

(+]

Aplicacién a la Teoria del Potencial Gravitatorio

Desarrollo Multipolar del Potencial Gravitatorio

©
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El Laplaciano en Coordenadas Esféricas

El Laplaciano de un campo escalar definido en R3, ®(x,y, z), es

0’06 9’0 90

24 —
v¢_8x2+8y2+8z2

Si cambiamos las coordenadas a esféricas

r cos(0) sin(p)
r cos(6) sin(p)

z = rcos(p)

El Laplaciano toma la forma:
10 0 1 0 0 1 oo
0=~ |rP—dl+—" — | +——— | =0
v 2or|" ar + r2sin(p) dp sin( )8g0 - r2sin?() 00 | 00
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Método de Separacién de Variables
Si la funcién ®(r, 0, ¢) es separable en la forma

&(r,0,0) = R(r) Y(0,¢)

El Laplaciano toma la forma

2
V2o = Y(0,) Hrf fiﬂ
17 1 9., . 0Y(0¢) 1 92Y(0, )
+ R(r)rZ[sm(gp)ﬁgp[sm(@ 8(,0 ]+sin2(<p) 002 :|
Entonces,
Py PR 2R
F\’(r)Y(@,gp)v ¢ = R(r) {er r dr}
1 1 0 [., . 0Y(0¢) 1 8°Y(0,9)
7 [Sin(w)&p {sm(@) O }+Sin2(sﬁ) 062 ]
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La ecuacién de Laplace en Coordenadas Esféricas

Y ccuacion de Laplace EERAIEN)

Considerando que las variables son separables en el sentido presentado
tenemos que la ecuacién de Laplace en esféricas la podemos escribir

PIPR 2dR] 1 1 0 [ OV 1 PV
R |dr? " rdr Y [sin(p) dp sine Ao sin?(p) 062 |

o bien

R | dr2 " rdr] Y [sin(p)dy s oo sin?(y) 062

sélo depende de r

Para que esto ocurra, se debe cumplir

dr? t r dr

v s 5] ] -
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La Ecuacién Radial

La parte radial de la ecuacién es

d’R dR
2= = — = i6 11
rm +2r p +CR=0 (Ecuacién de Euler!!!!)

Proponiento una serie de potencias de R = >_9°, a,r’ llegamos a
D all(t—1)+20+Clr 2 =0

Entonces, C es
C=—((l+1)

Entonces, la solucién general sera
At yvigdly
¢ I AN +5r

Con este valor de C vamos a la ecuacién para Y(6, )
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La ecuacién en 0y ¢

Para la funcién Y (0, ) la ecuacién diferencial es

1 0. oY 1 92y
sin(i) Oy { (w)&o} *WWH(H 1) Y(0,¢) =0

Si efectuamos el cambio de coordenadas £ = cos(y) tendremos que las

derivadas las podemos escribir:

0 Y
9, sin(¢ o

0%y oY %Y
Fr = —cos(yp )a—£+5|n2(gp)a—£2
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La ecuacién en 6 y ¢ (continuacion)

Reemplazando en la ecuacién para los angulos tenemos

Py 1 0%y
652 25 g + f(€+ 1) Y+mﬁ

Ecuacién de Legendre!

(1-)7 5 =0

Si proponemos Y = Y1(§) e™ con m € Z y reemplazamos en la ecuacién,
tenemos

2 82Y1 aYl m2 im6
{(1—§ ) oz ~ %56 {(€+1) 1_52] Yl}e

0

que es satisfecha por la funcién solucién de

262Y1 8Y1 m2 i
(=) ~ 2 + [(£+1) 1_52]\/1_0

que es la Ecuacién Asociada de Legendre
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Propiedades de las Funciones asociadas de Legendre

Las funciones P;" satisfacen la ecuacién diferencial

d*P(€) dP(§)
FTPT:

m?

2

+ [6(24—1)— P(&) =0

1. Ortogonalidad. En [—1,1]

Lo 0 (£l
| P pr( e = { (o

1 N\ (=

2. Férmula de Rodrigues. Los P;"() se pueden calcular a partir de

am —1)m
S lpo1 = -

d€+m
dff-&-m

N3

PI(€) = (-1)"(1-¢)? (€2~ 1)
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Propiedades de las Funciones asociadas de Legendre
(Continuacicn)

Las condiciones de periodicidad y regularidad en el polo norte y sur de la
esfera hacen que el indice £ y el orden m necesarios para que se satisfagan
deben ser y cumplir: £ >0y |m| < /¢, es decir —¢ < m < /.

Consideremos los m positivos:

PI(&) = (1-¢€%)7

S PO

Para tomar en cuenta los negativos, tendremos
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Armodnicos Esféricos

La parte angular de la solucién de la ecuacién de Laplace tendrd como
expresion
PP(€)e! ™

Si definimos sobre la superficie de una esfera unidad el producto interno

0=2m pp=m
e = [ [ H0.0)80.0) sinto)dp s

=0
dngulo sélido d?Q
junto con la relacién de ortogonalidad de las funciones asociadas de
Legendre, tendremos
2 L+ m)!

m im@pm imo\ _ , ,
(PRSP (™) = 2
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Definicidon de Arménicos Esféricos

Con todo lo visto, se define los » Yim(6, )

2041 (L —[m))! _jm| o (-1)™ m>0
Yem(0,0) = P im
(. 2) \/47r @m0 m<0

Entonces, la solucién general a la ecuacién V2® = 0 serd, por el principio

de superposicién

) J4

m 1 m
¢(r>9790)zz Z |:A€ m‘*’BZ I’£:| Yﬁm(easo)

{=0 m=—¢
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Tabla para los Primeros de Armoénicos Esféricos Yy ,(, )

A partir de la definicién tenemos

£=0:
=1
=2

Y asi sucesivamente

1

Yoo = —

4w

Yi,_1= /5 sin(e) e

2,1 =/ 22 sin(p)cos(p)e?

Y20 = \/E [%COSZ(W) - %]

Va1 = —\/ 22 sin(e)cos(p)e’®
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Teorema de Adicidon de Armédnicos Esféricos

Un resultado de gran aplicacién en Teoria del Potencial es el denominado
Teorema de Adicién de Armodnicos_Esféricos. Si dos radios vectores forman

entre si un angulo v (cos(y) = ‘<ﬂll‘f >|) se tiene
7l |r

Z Yém 790) Yém(67@)

Ar
20 +1

Py(cos(v)) =
donde
cos(7y) = cos(¢) cos(¢) + sin(ip) sin(") cos(6 — ¢')

Recordemos ademas que los polinomios de Legendre pueden ser obtenidos
a partir de la
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La funcién de Green para la Esfera
Consideremos la funcién
1 1
F—r|  \/r2+1r2—2rr cos(v)

conr=|r

=17

Supongamos que separamos el problema en interior (r < r’) y exterior
(r>r)

Para hacer el desarrollo en polinomios de Legendre es necesario distinguir

los problemas, ya que el cociente r/r’ o r'/r debe ser menor a uno para
que sea convergente.

Entonces, para r > r’:
1 1
17— | 2+ 12 —2rr cos(y)
1

= i (cos(y L r't
r\/l + t2 — 2t cos(y prs rl+l
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La funcién de Green para la Esfera (continuacion)

y para r < r':
1 B 1
|7 —F| 2+ 12 —2rr cos(y)
1 > 1,
N r'\/1+ t2 — 2t cos(7) g eleos() e 7
Sélo resta aplicar ahora el y

completamos la descripcion en coordenadas esféricas

Octavio Miloni (Facultad de Cs. Astronémica Matematica Avanzada Clase Nro. 22 24 /28



Teorema de Adicidon de Armédnicos Esféricos

Aplicando el teorema de Adicién, tenemos

o Para r' < r:

1 1
- = ZPZCOS el

-7

41
- Z 204+1r E—f—l IE ng(e, SO) y@ m(ela SD/)
£=0

o Parar' > r:

47 1
- 20 4+ 1 prt41

1 > 1
ﬁ = gz% Pg(COS(’)/)) m ré
Z reyfm(erD) Yﬁ*m(e/vﬁpl)
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Desarrollo Multipolar del Potencial Gravitatorio. Alcance
Infinito

Apliquemos el Teorema de Adiciéon de Arménicos Esféricos al Problema
Gravitatorio de alcance infinito (entonces con la imposicién de que debe
ser nulo el potencial en el infinito y el campo (V® = 0) en el infinito, la
segunda identidad de Green se reduce a

() = —G///Vp(ﬁ)c;(?, F;)dv’:—G///vp(r_;)”dv'

Ahora, la integral se calcula en todo R3

=21 pep=m _' _’ 1
o(r) = —G/ / / (rp(r")——=r"sin(¢)dr'do’ dy’
o= 7= r|

La integral en r’ la separamos en 0 < ' <ryenr<r' < oo
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Expresion del Desarrollo Multipolar

Realizando la separacién de la integral en r’ y considerando el teorema de
adicién de arménicos esféricos (tendiendo en cuenta los valores relativos de
ry r') llegamos a la expresién del desarrollo multipolar

I3
o Yim(8, ¢) o=2m Ty 2
IG —47{G§ E 2";+1 e+1//0 / Y,mﬂ @ )o(r)r - sin(¢”) dp d6
N’

L=0m=—2¢
d2Q (angulo sélido)

co [O=2m [re=m .
e [T [T @ e T sinG) dpde
Jr Jo=0 ©=0 N——r
d2Q (angulo sélido)
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