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Punto Ordinario. Definicién

My 2 2-10) nonyy ()
y) + 20 0 4k 209y ) = o

Definicion. Punto Ordinario. Dada una ecuacion diferencial de la forma

a,,_l(x) a,,_z(x)
an(x) ’

ao(X)
an(x) 77 an(x)

La solucién analitica sera buscada en serie

o .
y()=> ¢x
j=0

coeficientes

[m]

La convergencia de las series estd garantizada por la analiticidad de los
(=)
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Soluciones en Series

La solucién de la ecuacién diferencial la buscamos proponiendo una serie

de potencias
(o]
x) = Z G x'
=0

Si xg es un punto ordinario, buscaremos la solucién mediante

y(x) = > alx—x)
(=0
y'(x) = Zﬁcz x—xo ZE—I—I Cg+1(x—xo)€
=0
y'(x) = ZE(E—I)Cg(x—xo Z€+2 ) (£ +1) i (x — x0)°
=0 =0

Serd necesario siempre el arreglo de coeficientes y ordenamiento en
potencias de x
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Intervalo de Convergencia

Consideremos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden

Y'(x) + p(x) y'(x) + q(x) y(x) = 0
para la cual, xp es un punto ordinario.
Tendremos una solucidn en serie,

) =3 e x - x0)!

Dodnde esperamos convergencia de esta serie?
Hay que pensar en el plano complejo, no en la recta real
El radio de convergencia de la serie sera

X —xo| <p
donde p es la distancia a la singularidad mas préxima (en el plano
complejo!)
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Ejemplo
Consideremos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden

1, 1
V0 + Ly =0

Notemos que xg = 1 es un punto ordinario de la ecuacién diferencial.

El desarrollo .
> 1
=3 <x - 2)

£=0

y'(x) +

Teniendo en cuenta que los puntos de singularidad son x =1/2y x = +/

debemos calcular la distancia entre x = 1/2 (en complejos!) y el minimo
serd el radio de convergencia del desarrollo.

Tenemos que p; = 5 (distancia de x =1/2ax =0)y po = ‘f (distancia
de x =1/2 a x = +i). Entonces, como p1 < p2 la solucién en serie tendrd

un radio de convergencia

x— 1< i
11
2 2
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Ejemplo

Busquemos una solucién en serie alrededor de x = 0 para la ecuacién
diferencial

y'(x) +y(x) =0

Y=Y ax’ oY) =32+ Do x!
/=0 /=0

Al reemplazar en la ecuacién y agrupando, obtenemos

f: {(t+2)(t+1)cp2+ et x" =0
=0

Genera la recurrencia
-1 (—1y (-1y
Clgg = ————— —> Cpi = g~ Crit] = Cl——c
+2 (€+2)(€+ 1) 2j 0 (21)! y 2j+1 1(2J +1)!

Entonces
o > (=1V .
X + ¢ Z (2(J,_~_)Jx21+1 = ¢p cos(x) + c1 sin(x)
j=0

(=Y
Y(X)—COJZ:; 2))! 1)
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Puntos Singulares Regulares

Definicion. Punto Singular Regular. Dada una ecuacion diferencial de
segundo orden de la forma

P(x)y"(x) + Q(x) y'(x) + R(x) y(x) = 0

Diremos que x¢ es un punto singular regular si y sélo si las funciones

(x)

P(X) ’ y (X - XO) P(X)

(x — x0)
son analiticas en xg.

La definicién no es caprichosa, sino que estard relacionada con la Ecuacion
de Euler
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Ecuacidn de Euler

Consideremos la ecuacién diferencial

XPy"(x) +axy'(x) +By(x) = 0

donde « y 8 son nlimeros reales.
Notemos que para esta ecuacién, P(x) = x?, Q(x) = ax y R(x) = .
Ademads, x = 0 es un punto singular regular
Fijemonos que la ecuacién de Euler es satisfecha por una funcién
potencial, ya que si proponemos y(x) = x"

o xX2y"(x) =r(r—1)x"

o axy'(x)=arx’

o By(x)=px"
Con lo cual, al reemplazar en la ecuacién diferencial, nos queda

[P+(a-1)r+8]x =0
Entonces, la potencia la obtenemos resolviendo |a J=({TETei{e]3 M [1{s [TelF]l
rPr(a—1)r+p4=0
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Soluciones posibles

La ecuacioén indicial, pensada en el campo de los complejos, admite como
posibilidades:

on#n
O n=0n

Casonn #
Para este caso, la solucién general de la ecuacién de Euler, serd

y(x) = ax" + a2 x”

Casonn=n

Al tener la ecuacién indicial dos raices iguales, el polinomio se puede

escribir (r — r1)2. Entonces al sustituir en la ecuacién diferencial, tenemos
[ d? d

dx2+adx+ﬁ] X" =(r—rn)*x"

que vale cero al evaluaren r=n
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Busqueda de la solucién Linealmente Independiente

En notacién de operadores,
2

. d rno_ 2 r
L.dX2—|—adX+5 = L[x"|=(r—n)°r

ot =15}

Entonces, como

88r [(r — r1)2 “] =2(r—n)x"+(r— r1)2xr In(|x]|)

tenemos
2(r—n)x" 4+ (r — rl)zxr In(|x]) = L[x" In(|x])]

que serd cero en r = r; Entonces, las solucién general es

y(x) =cax™ + o x™ In|x"|
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Método de Frobenius

o Método de Frobenius
o Construccién de Soluciones

o Ecuacién Indicial con raices distintas con diferencia no entera
o Ecuacién Indicial con raices iguales
o Ecuacién Indicial con raices distintas con diferencia entera

o Punto en el Infinito
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Método de Frobenius

Consideremos ahora, una ecuacién diferencial lineal de segundo orden
P(x)y"(x) + Q(x) y'(x) + R(x) y(x) = 0

Si xp es un punto singular regular. Dividiendo a ambos miembros por P(x)
y multiplicando a ambos miembros por x? obtenemos

Qlx) (x) _
P(x) Y (x)+ % WY(X) =0

x? y"(x) + x2

o equivalentemente

2y (%) + x [x 28] V(%) + [x2 ﬁgﬂ y(x) = 0

Como xg es un punto singular regular, |x gg” y [x2 %} son analiticas,

por lo que tenemos para ambas funciones desarrollo de Taylor
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Desarrollos

Para las funciones entre corchetes tenemos series de Taylor convergentes

alrededor de x = 0,

XQ(X) = aptarx+arx*+azxd+---
P(x)

[X2 gg;] = Bo+Bix+Bx+Psx>+ -

Si reemplazamos estas expresiones en la ecuacién diferencial, tenemos
2y () +x [ag +arx +azx® 41y () + [Bo + Bux + Bax® 4 1y(x) =0
distribuyendo el primer término
X2 y" (x) + ag xy' (x) + x [a1x+a2x2+»~]y’(x)+,30y(x)+ [61x+62x2+~»]y(x):0
Reagrupando, tenemos

Py () + agxy' () + Boy(x) + [er x +ax 4+ | () + [ Brx+ Bax® 4] y(x) =0

Euler
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Método de Frobenius. Propuesta de Solucién

El hecho de que un primer término sea la ecuacion de Euler, sugiere y

motiva a buscar soluciones en serie para la ecuacién diferencial (ahora, la
completa) en la forma

donde r sea solucién de la ecuacién indicial r? + (ap — 1) r + fo
Casos Posibles. Soluciones Generales

Cason#n,n—n¢Zz
y(x) = A x1 |:1+ZC§/,,1)XK:| + A x"2 |:1+ZC§,’2)XE:|
£=1

donde los coeficientes cérm) se obtienen a partir de la expresién, para
(r2) _
o =1

14
Ci’l.Z) e Z c (n /2 [oj(6+r2—0)+ 8], p es el polinomio indicial £=1,2,...
p(£+1,2) =
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Método de Frobenius. Propuesta de Solucién

Casorp =n

Para este caso, notemos primero que L[y,(x)] = p(r)x" = (r — r1)?> x" Con

lo cual, tendremos que
dyr(r)
L | 2
[ or

Entonces, la segunda solucién linealmente independiente sera

(r)
(r) e dey
yo(x) = {In|x| 1+Zc/ +Z o }

Casonn—necZ

=0

r=n

y(x) = yr(x) [A2 + A1 In[x]] + x" dCEd(rrl)xé
(=0

con A1 y A constantes arbitrarias.

Este caso requiere un andlisis minucioso respecto a los coeficientes (ver
Miloni, 2015)
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Punto en el infinito

Estudiemos la ecuacién diferencial

P(x)y"(x) + Q(x) y'(x) + R(x) y(x) = 0

pero en la variable { = %
Para que el punto en el infinito sea un punto singular regular, es
equivalente a que ( = 0. La condicidén serd que

1 [25, 1g 1R(Q)
50 (PO 290 v apg

sean analiticas en ( =0
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