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Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es de la forma

Z—f = A(t) X + F(t)
donde A(t) € R"™"[t] y F(t) € R"[t]. o, en términos matriciales
G an(t) ana(t) an(t)\  (a(t) f(t)
£ _ ax1(t) ax(t) --- a2n(t) xo(t) . f(t)
dx, () am(t) - am(t)) \en(t) £.(1)

dt
Por el Teorema de Picard, si A(t) tiene componentes continuas habra

solucién. [Por qué?

Decimos que el sistema lineal es homogéneo
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Existencia de solucién para el caso homogéneo

Dado el sistema homogéneo

9 a11(t) aw(t) --- a(t)\ [x(t)
% _ a1(t) axn(t) .-+ an(t) | | x(t)
d(;xt" anl-(t) an2-(t) . '. . an,,.(t) x,,.(t)

Definiendo el operador lineal

el nidcleo

tiene dimensién n.
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Observaciones

Sea A(t) € R™"[t]. Dado el operador
d
L= At
5~ Al

o Este operador estd definido en R"[t]

o Si A(t) estd compuesta por n x n funciones continuas, exite una
tnica solucién al PVI asociado

en un entorno de ty (Teorema de Picard)

o Aplica a [componentes |, [ile)ello]fs CIETER
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Dimension del Nucleo

Consideremos n vectores ey, e, ..., e, base candnica de R". En esta

i

base, cualquier vector de R"[t] podrd escribirse (en componentes) v =

Vn
En general, si tomamos n vectores vy, £ = 1,2,...,n tendremos

ve1(t)

vea(t) - .
7o(t) = Ahora supongamos que los v, satisfacen el PVI
ven(t)

d -
—Vp — A(t)vp =0, Vo(tg) = e
e (t)Ve o(to) = eg

Aprovechando esta imposicidn, si X(t) es solucién del PVI, tendremos que

)?(to) = Z )\Zeg = Z A \73(1'0)
(=1 (=1

Entonces, tendremos

0= () e e o)
/=1

] = =
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Trabajando en Coordenadas: Matriz Fundamental

Trabajando en coordenadas, la solucién general puede escribirse como un
producto de matrices:

O] [ A - 2] W
2 2 2 e X2 2
)?(t) _ (t) _ 1:(t) 2:(t) | n:(t) )‘ _ U(t)X
x"(t) x(t) xg(t) - xp(t)] [A"]
donde

xq(t) x5 (t) [ Xy (1)

B (5| B P16 ]

X1 = ) X2 = . ) y Xn = :
x7(1) x5 (1) X7 (1)

Es decir, se encolumnan los vectores generadores de la solucién general. A
la matriz U(t) se la denomina matriz fundamental. EL determinante de la
matriz fundamental se lo denomina Wronskiano
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El Propagador

si la condicién inicial es X(ty) = Xo, entonces, tendremos

x!(to) xi(to) x3(to) --- xa(to)] [A!
(1) — Xz('to) _ X12(.t0) X22(:to) X,g(:to) )\:2 ()R
x"(to) x{(to) x3(to) -+ xp(to)] [\

Como el Wronskiano es distinto de cero, la matriz fundamental admite
inversa, por lo que

- 1.
A= [U(to)] Xo
Entonces, la solucién del problema de valor inicial
- -1 - -
X(t) = U(t)U™ (1o)X = W(t, to)Xo
Donde W(t, ty) es el denominado propagador del sistema. Este propagador
actla sobre el espacio de condiciones iniciales representando la evolucién

temporal.
El propagador satisface la ecuacién diferencial con la condicién inicial
W(to, o) = |
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Sistemas con coeficientes constantes

Consideremos el Problema de Valor Inicial

con A una matriz de componentes constantes.
Aplicando Picard:

Qo )?(0)( ) = )?0

o X(W(t )—x0+ft AZO) dt =X+ A(t—to) X% = [1 + A(t — to)] %o

0 XA(t) = Fo+ [¢ AR dt' = {1+ A(t—t0) + 7“‘“;0)12}20

°:
— £ -
o 7 (1) = { S, LGl 5

Entonces, tomando limite tenemos, formalmente
(t) =Pt g o W(t ) = A0 A matrizl
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Caso Diagonalizable

Si la matriz A llegara a ser diagonalizable, existird la matriz P con inversa
tal que D =P~ 1 AP. Entonces, A=PDP!
Notemos ademds que

A"=PD"P!
Entonces,
et 0 0 0]
0 et 0 .- 0
U(t)=ert =pPeLtp1=p| 0 0 b . 0 |p-1

Los A; no precisan ser todos distintos.

Octavio Miloni (Facultad de Cs. Astronémica Matematica Avanzada Clase Nro. 17 10 / 29



Forma de Jordan

En el caso en que la matriz fundamental no sea diagonalizable, apelamos a
las formas de Jordan.

- Sean A1, A, ..., Am los autovalores distintos de la matriz.

- Llamemos nj a la multiplicidad geométrica de Ay

En este caso, la matriz fundamental puede escribirse como

U(t) =M =PelPt
Donde para cada bloque de Jordan k X k se tiene

[Nk t]* | [Ngt]? [N ¢t
TR +"'+(nk—1)!}

eJkt _ e(DkJrNk)t — e)‘k t {l + Ny t+

donde k es la multiplicidad geométrica del autovalor
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Sistemas No Lineales
Estabilidad Lineal

o Introduccién. Soluciones en Serie

o Linealizaciéon. Comportamiento local

o Puntos de Equilibrio. Analisis de Estabilidad

o El plano de fase. Producto Directo

o Aplicacién:
o Predador-Presa (Modelo de Lotka-Volterra)
o Especies Competidoras

o Integrales Primeras

o Sistemas Hamiltonianos

Octavio Miloni (Facultad de Cs. Astronémica Matematica Avanzada Clase Nro. 17 12 /29



Introduccién. Construccidon de Soluciones Formales

Consideremos el PVI

dx
7: = Q(x; t)’ XZ(tO) = X0 (X = (Xl,X27 S ,Xn))

Si| ademds, las funciones [fg (¢ =1,2,...n) no dependen de la variable

independiente, [t, el sistema se llama [auténomo
Entonces, un sistema auténomo se escribe

dxy

5 = fex), xi(to) = Xe,0 (x = (x1, %2, ..., Xn))
Construccion de solucion formal
En el caso de querer obtener una solucién al sistema para cada t el PVI

nos provee todo lo que necesitamos para construir, hasta el orden deseado,
el polinomio de Taylor

X 2y
xj(t) = xj(to) + i &(tto)(t —to) + S!W(t — )%+
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Los coeficientes para sistemas auténomos

o Orden 0:
xj(to) = Xjo (Cond. Inicial)
o Orden 1:
dx;(t . .
Jd(tO) = fj(x(to), to), (Ec. Diferencial)
o Orden 2:

d?x;(to) = Ofi(x(to), to) dxk(to) = Ofi(x(to), to)
a2 D e 2 o fi(x(to), to)

k=1
Y asi sucesivamente

Podemos notar que si bien el calculo de las derivadas sucesivas se hace
cada vez mas engorroso, nada nos impide hacerlo.
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Intervalo de Confianza de solucién aproximada
Pregunta:

Si la solucién del Problema de Valor Inicial tiene un

intervalo en t de analiticidad |t — ty| < 7, cual sera el

intervalo de confianza de la solucion aproximada [
tiempo

Es decir, si llamamos X a la solucién aproximada, cudl serd el intervalo de

|t — to] <O
en el que podamos afirmar que

Pensar en este asunto...

Ix(t) — x(t)| < e
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Otra Aproximacioén: Linealizacién
Otra aproximacién al PVI es a partir de la linealizacién, es decir, dado el
PVI Consideremos el PVI

dx;

= (%), xe(to) = xe0 (x = (x1,%2, ..., %n))

Desarrollando las funciones f;(x) a primer orden alrededor del punto inicial,
tendremos

" of,
fo(x) ~ fy(xo) + Z TXi(Xo) (Xk — Xx,0)
k=1

Entonces, el problema linealizado lo podemos escribir matricialmente

& ~DIFl(o)x +  F(xs) ~ D[Fl(xo)x

constante, no influye sustancialmente

donde F = (f1,f,...,f,) y D[F] es el Jacobiano de F
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Puntos Criticos. Estabilidad Lineal

Definicion. Dado el sistema de ecuaciones

dx
T _F
= F®)

diremos que xq es un JINLRETIATeN s/ y solo si F(xp) = 0 Entonces, un
punto critico es un punto de equilibrio, en términos dindmicos, ya que si la
condicién inicial coincide con el punto critico, se tendra que % =0
Entonces, definiendo el vector u = x — xg podemos linealizar alrededor del
punto critico y obtener el sistema lineal

du

— =DI[F Xpo)u

- = DIFl(x0)
Entonces el vector u indica el comportamiento (en la aproximacién lineal)
alrededor del punto de equilibrio
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Casos Posibles

Consideremos como hipétesis que la matriz D[F](xo) es diagonalizable.
Entonces se tiene

Qo

lim u(t) =0

t—00
Si y solo si los autovalores de D[F](xo) tienen parte real negativa.
o u(t) =0 siy sélo si los autovalores de D[F](xg) son imaginarios puros

o En todos los casos restantes, existird una direccién para la cual,
cualquier punto inicial -atin muy préximo al punto de equilibrio-
crecera mas alld de toda cota.
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Caso n = 2: El plano de fase

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales auténomo

dx

E = P(X7y)
dy
E - Q(va)

Si bien, lo que se busca es una solucién x(t) e y(t), es en muchos casos de
gran utilidad el estudio del plano xy, también llamado |plano de fase .
Notemos que la ecuacién que relaciona a x e y (para sistemas auténomos)
es
d
dy G Qlxy)

= a = Ply) = y'(x) = f(x,y) (una dnica ecuacién)

Cuidado: Este andlisis estudia exclusivamente aspectos geométricos en el
plano xy pero no nos proporciona la solucién, x(t) e y(t), ya que
eliminamos la variable t
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Producto Directo

Consideremos un par de ecuaciones diferenciales ordinarias

dx dy
E - fl(X)a dt Z(y)

donde en principio, x e y no tienen relacidn.
Definicion. Dadas las ecuaciones

o dy

dt = fl(X)7 E = f2(y)

el producto directo sera el sistema

%~ ()
"y = H(y)

cuyo plano de fases sera el producto cartesiano entre x e y.
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Ejemplo

Notemos que a partir del sistema
% =fix)
d

Cada una de las ecuaciones puede resolverse por variables separables

(1) q t
/XO mdx = /to dt
y(®) 1 t
/yo kA

0
Lo que nos permite escribir, para el producto directo

/X(t) 1 J /y(t) 1 J
— —dx=t—ty= —
o A =), B0

0

y lo mismo para y

y tratar a x e y en el mismo plano, cuya ecuacién y' = f(x, y) es a
variable separable.
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Modelo Predador-Presa de Lotka-Volterra

Modelizacion. Sea y la cantidad de individuos de una especie predadora e
x de una especie que es presa de y. Veamos cdmo podemos construir un
modelo de evolucién ecoldgica:

o Si la presa no tiene predadores, su cantidad evoluciona segtn el

modelo:
dx

dt
o Si el predador no tiene presa para comer, su cantidad (decreciente por
hambruna) evoluciona segtin el modelo:

ax (a>0)

%:—cy (c>0)

A partir de este andlisis, podemos considerar el sistema predador-presa en
la interaccién entre ambas especies

‘C]f;:ax—bxy =x(a—by)
o =—cy+dxy=y(-c+dx) a,b,c,d>0
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Estudio Cualitativo del Modelo Predador-Presa.

1. Puntos Criticos. Los puntos de equilibrio ecolégico son faciles de
obtener: (0,0) y (g, 7)

2. Linealizacién. La linealizacién entorno al origen es trivial, ya que es el
modelo desacoplado. La presa crece exponencialmente y el predador
decrece exponencialmente

La linealizacién entorno al punto (§, 7) define el sistema (llamando

uzx—%yv:y—%):

Q.
<

|
o
(9}

4= " ad Vv
dv _ ad
da — p U

La ecuacién caracteristica es A2 +ac =0, y como a y ¢ son positivos,
tenemos A = +iy/ac y como son imaginarios puros, tendremos que
entorno al punto de equilibrio la solucién es periddica. Es decir, que este
estado de equilibrio se podria Ilamar de sustentable
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Método del Producto Directo. Plano de Fase

Si consideramos el sistema completo, sin simplificaciones, tenemos
(recordemos que todos los coeficientes son positivos)

% = ax—bxy=x(a—by)
% =—cy+dxy=y(-c+dx)

Dividiendo a ambos miembros, obtenemos la ecuacién geométrica en el
plano de fase

d — d
¥ _ 4 (cctdx) variables separables!
dx (a—by) X

a—bydy: (—c+dx)
y X

dx

Entonces,

aln(y) —by+clIn(x) —dx=C (C cerrada! comprobar)
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Especies Competidoras

De la misma manera con la que analizamos el modelo predador-presa
podemos estudiar el problema en el cual dos especies compiten por el
mismo alimento (esto puede ser también llevado al contexto de la
economia, por ejemplo)

El sistema de ecuaciones que modeliza este problema es

E:x(al—alx—aly)
G =Y(lea—0o2y —2x)

donde los pardmetros €1, €2, 01, 02, a1, 2 son todos positivos.

De manera andloga a los estudiado para el modelo de predador-presa,
podemos comenzar con los puntos criticos, estudiar la dindmica en la
vecindad de estos puntos, etc.

Como ejemplo, dejamos para estudiar

G =x(1—x—y)
dy 11 3

ad=yG—3y—31x

Octavio Miloni (Facultad de Cs. Astronémica Matematica Avanzada Clase Nro. 17 25 /29



Integrales Primeras (Muy introductorio)

Consideremos un problema con n = 2, es decir, de dos ecuaciones
dx __
dt — P(X7y)
dy _
dt Q(Xay)

multiplicamos la primera ecuacién por Q(x,y) y la segunda por P(x,y) y
restamos obtenemos

diferenciales con dos incégnitas { Notemos que si

dx

Pley) Y Q) & =

0

Si la ecuacién es, ademds, exacta, es decir que existe una funcién H(x, y),
tal que

OH(x,y)

P(x,y) = oy Q(Xay)ziaH(X’y)

ox
podemos obtener

OH(x,y) dy | 9H(x,y) dx _ dH(x,1)

dy dt Ox dt  dt =0 = Hlxy)=Cte
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Integrales Primeras y Sistemas Hamiltonianos

Al encontrar la funcién H, encontramos una funcién de las dos variables
(que evolucionan segin el sistema de ecuaciones diferenciales) decimos
que H es una integral primera del sistema.

En general, para un sistema de dimensién n una €s una
relacién de todas las variables que se mantiene constante. Notemos que
por cada integral primera, podemos reducir en una "dimensién” el sistema
original.

Volviendo al caso donde encontramos la integral primera H(x, y) = Cte,
encontramos que las ecuaciones diferenciales pueden escribirse a partir de
la propia funcién H,

dx _ OH(x.y)
dt dy
dy _ _ OH(xy)
dt Ox
Este sistema de ecuaciones se denomina las

cuales surgen del estudio de la Mecanica Clasica 'y son de amplia
aplicacién en la Mecdnica Celeste
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