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Series de Taylor

Consideremos una curva cerrada de Jordan + que encierre a un punto z
del dominio de una funcién analitica, f. Por la Férmula de la Integral de

Cauchy, tenemos
1 f(z
f(z) = — 7,( ) dz'

2ri J, 2/ =z
Sea zp un elemento interior a . En virtud del principio de deformacién de
caminos, consideremos la curva C que es una circunferencia centrada en
zp cuyo radio sea mayor a |z — zp|, de manera tal de que podamos aplicar
la férmula de la integral de Cauchy. Entonces,

/
f(z) = 1% 7’[(2) dz'
210 Jig—g=r 2 — 2

Con la introduccién de zp y la condicién que hemos puesto sobre la nueva
curva, tenemos:

|z —z|

|z —z| < |2 — 2|, — p<l

|z — z] -
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Obtencidn de la Serie

1 f(z' 1 f(z'
fz) = —— @ g o O N
27 i J]z/ —z5|=R 2 — z mi J|z —zg|=R (2 — 20) — (z — 20)
1 f(zl) ’

2m i J|z/ —zp|=R (2 — 20) [1 — w]

zzo

donde llamamos w = . Entonces, |w| = p < 1 Ademds, de la suma
parcial de la serie geometrlca, podemos escribir:

1 wh+1 N+1

N
z;]wezl — s —

- w 1—w

1 z"’: ‘e,
= w
YW =0

—w

Reemplazando en la integral y agrupando, obtenemos

f(z') ’ ¢
f(z) = Z [27“ ﬁz’—zo\:R [ dz } (z—2)" + Ry

Donde el resto

R 1 f(z') {z—zo]/\“rl

2mi Jiz2/ —zy|=R [(z/ —20) = (z = 2)] L2/ — =
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Obtencidn de la Serie. Continuacién

La expresidn dltima puede ser escrita como

i R 1 7 f(z')
ap (z — zp) + N s con ay = — ———dz y
=0 27 i Jiz/ —zy|=R (2/ — zg)¢+1

1 f(z")
Ry —
N o ?4\1’—10|:R [(z/ —2z0) — (

Si usamos esta relacién simple
acotar el resto Ry como

{zfzo]NJrl
z—zn)] Lz — 2

|aib\ < ﬁ para |a| > |b| podemos

M 1 N+1
IRyl < — - Mg =m?
|2/ —z9|=R |z’ — z|(1 — p)

1—-p

que tiende a cero cuando N tiende a infinito. Entonces, tomano limite,
tenemos

f(z) =

8

o~
Il

1 f(z')
£ /
ap (z —2z)", con ag:—yf ——— dz
rs 27 (z/ — zp)t+1

donde podemos usar la curva 7y por el principio de deformacién de
caminos. Esta es la Serie de Taylor. Notemos que

FO)(z)
/!
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Serie de Laurent

Consideremos ahora un contorno cerrado 7, pero donde la funcién f(z)

tiene un punto zy en el que no es analitica.
Es posible definir un contorno cerrado, I en el que el punto zy sea evitado,

y por lo tanto, en una curva que lo evita, tendremos que valdra la formula
de la integral de Cauchy:

PO SV 0 WA S G CO WOV S O G4

2ni Jr z/ — z 2ni Jy 2/ — 2 2niJc z/ —z

’

donde C es una circunferencia de radio r centrada en z.

Calculemos ambas integrales. Para la primera, hagamos el mismo
procedimiento que hicimos para la serie de Taylor, es decir, sumemos y
restemos zg en el denominador, donde podremos escribir:

Z R 1 " f(z') ds’
ap (z — zp) + N con ap = —f —Q— - dz y
=0 ’ 2mi S|z —z|=R (2 — 20)*!

f(z') z — zg TN+1
v = ff{/ (" — ) — (=)l =

Ademds, como para esta integral tenemos que |2/ — zg| > |z — z] si

zzo

llamamos p = |5 ‘ < 1 tengremos que Ry — 0 cuando N — oo
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Serie de Laurent. Continuacidn

Para calcular la segunda integral, debemos tener en cuenta que ahora

|z — zg| > |2/ — 29| con lo cual, p/ = ’% < 1 Entonces, la segunda
integral puede ser escrita como
. ’ . ’
L f(z') ds = (1) ?{ f(z") dz'
27 Jc z/ —z 27i JcC

- =) [1- 2=2]
Haciendo un razonamiento andlogo, podemos llegar a

N

1 [ f(Z) f(z') 1 ,
27 i 746 z/ —z Z |:27l'lf (2 720)*2:| (z — z9)t+1 Ry

con

, 1 f(z/) 2 — z N+1
Ry = —
N 2m‘7{w[(z'—zo)—(z—zo)l{z—zo]

Acotando, tenemos
M pIN+1

Slz—nl1- o

que tiende a cero, cuando N tiende a infinito
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Serie de Laurent. Expresién final

Tenemos entonces, que dada una curva v que encierra un dominio en el

cual la funcién f(z) tiene un punto zp en el que no es analitica, admite un
desarrollo en serie del tipo

(o] (o] 1
_ 1
F2) =) a(z—2) +) b N
£=0 (=1
con
f(z 1 f(Z
= — (Z) dzl7 y bZ _ = (Z) dZ/

= . TR YA = : (7 — 7\ —+1
2mi ), (2 — z0)* 2mi )y (2 — z0)~*F

Esta expresién es la denominada Serie de Laurent

Notemos que

1
by = —— ¢ () dz
1 27riv(z)z

Este ndmero se llama residuo
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Algunas definiciones adicionales. Ceros

Ceros de orden n.

Para f analitica en zg. Si f(z) = f/(z0) = --- = f("(z) =0y
f("(z9) # 0 decimos que f tiene un cero de orden n en z.
En este caso, el desarrollo de Taylor sera

f(z) =(z—20)" Y arin(z — 20)"
£=0
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Algunas definiciones adicionales. Parte Principal

Parte Principal de una Funcién.

Dada una funcién f(z) la cual tiene un punto singular aislado zy dentro de
un recinto delimitado por una curva cerrada de Jordan, 7y, ésta tendra un
desarrollo de Laurent

> 1
:ZQ@ Z—Zo +Zb@m
=0 =1 0

Los términos de potencias negativas en (z — zg) conforman lo que se
denomina parte principal de f en z

Esto es, la parte principal serd

o0

=
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Algunas definiciones adicionales. Polo de Orden m

Polo de Orden m.
Si la parte principal de una funcién f(z) (desarrollada en serie de Laurent
alrededor de zp) tiene un ndmero finito de términos, es decir, que existird
un

bm #0, 'y  bmy1=bmp2=--=0

decimos que el punto singular aislado zy es un polo de orden m

Esto es, la serie de Laurent para el caso en que la funcién tenga un polo
de orden m en zy serd

(o] m 1
Z ag zZ — Z() "‘ Z bg m
(=0 0

(=1

Un polo de orden m = 1 es denominado polo simple.
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Tipos de Singularidad

Singularidad Esencial

Si zg es un punto singular aislado, y ademas la parte principal infinitos
términos no nulos, decimos que la funcién f(z) tiene en zy una
singularidad esencial

Singularidad Evitable

Si zg es un punto singular aislado, pero el desarrollo de Laurent alrededor
de zj tiene parte principal nula, decimos que la funcién f(z) tiene en zy
una singularidad evitable. En efecto, se puede redefinir en zg y se
transforma en analitica.

Ejemplos: f(z) = % tiene en zp = 2i una singularidad evitable, y

g(z) = % tiene un polo de orden 2 en zy = 2i
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Relacién entre ceros y polos

Dadas dos funciones f y g analiticas en zy, donde f(z) # 0.

Si ;8 tiene un polo de orden m en zj si y sélo si g(z) tiene un cero de
orden m.

En efecto, si 28 tiene un polo de orden m, podemos escribir:

f(z) Ooa IR by by bm
o) 2 e S e T

Extrayendo como factor ﬁ podemos escribir

f(2) = _r bm + bm—1(z — z0) + - - - + b1(z — zo)m71 + iag(z — zo)“m
g(z2)  (z—=z)" =0

Lo que estd entre corchetes es una serie de términos positivos, por lo que
representa una funcién analitica en zy. Entonces,

flz) _  ¢(2)

g(z2) (z—=z)"

con ¢(z) analitica en zg
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El Teorema de los Residuos

Teorema. De los Residuos.

Si ~y es un contorno cerrado y simple, positivamente orientado, dentro del
cual y sobre el cual la funcién f(z) es analitica salvo en los puntos
singulares z1, z, . .. , z,, entonces,

7{ f(z)dz=2mi)  Res,— [f(z)]
Y J=1

La demostracion se construye definiendo las n curvas que encierran a cada
singularidad aislada, z; y donde cada integral sera 2mi by para cada b; del
desarrollo de Laurent alrededor de z;.
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