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Apuntes de Cdtedra Teoria de la Convergencia

1 Introduccion. Motivaciones

Nuestro objetivo central en este curso es el estudio de ecuaciones diferenciales, tanto problemas
de valor inicial (Cauchy), como asi también de contorno (Sturm-Liouville).

Este estudio de ecuaciones diferenciales se sostiene en la existencia de soluciones y dicha
existencia se fundamenta en la convergencia uniforme de las series formales que se construyen
a partir del problema a resolver.

En este sentido, la convergencia uniforme de las series formales nos permite asegurar que lo
obtenido formalmente es una funcién: la funcién solucién del problema.

Juntamente con la solucién de ecuaciones diferenciales, el estudio de desarrollos de Fourier sera
parte del curso, por lo que como toda representacién, deberemos asegurar las convergencia
uniforme de los desarrollos, ademas de la convergencia puntual.

En este material revisaremos los conceptos de sucesiones, convergencia de sucesiones para
luego dedicarnos a las series, tanto numéricas como de funciones.

Vamos a comenzar con la construccién de los niimeros irracionales a partir de las denominadas

Cortaduras de Dedekind[l

2 Continuidad en la Recta Real

En los cursos de Algebra se hace un estudio exhaustivo de ntimeros naturales, enteros,
racionales, reales y complejos donde por lo general no se detiene en la construccién de los
irracionales, salvo en la manifestacion de este conjunto numérico a partir de la imposibilidad
de representar de manera de fraccién de enteros de la v/2.

Sin la necesidad de comenzar todo el estudio de los conjuntos numéricos desde los enteros,
nos detendremos en la construccion de los irracionales. Este detenimiento no tiene por objeto
la completacién del estudio desde el punto de vista algebraico, sino mas bien apunta a la
continuidad del conjunto de lo nimeros reales (tal cual la motivacién original de Dedekind
[2]) de manera tal de proveernos de un método para el estudio de limites, convergencia, etc.

2.1 Los Numeros Racionales y la Recta

Como advertimos, no es necesario que repitamos lo visto en los cursos de Algebra en lo que
respecta a los nimeros racionales. Para nosotros serd suficiente una descripcién cualitativa
de las propiedades que nos permitiran definir los nimeros irracionales.

Consideremos las siguientes propiedades de los niimeros racionales que nos permitirdn con-
struir la idea de irracional.

Sean a, b y ¢ numeros en Q

I. Sia<byb<c, entonces, a < c.

! Julius Wilhelm Richard Dedekind (6 de octubre de 1831 - 12 de febrero de 1916). Al verse en el compromiso
de dictar un curso de célculo infinitesimal noté que la continuidad de la recta real estaba descripta muy
intuitivamente y faltaba una formalizacién con relacién a los nimeros irracionales.
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II. Si a y ¢ son numeros distintos, entonces hay siempre infinitos nimeros b que estan
situados entre a y ¢

III. Si a es un numero determinado, entonces todos los niimeros en Q se subdividen en dos
clases

e La clase Ay, de aquellos ntimeros a1, tales que a1 < a

e La clase As, de aquellos ntimeros as, tales que as > a

El propio ntiimero a puede ser ubicado a voluntad tanto en la primera clase (siendo el maximo)
o a la segunda clase (como el minimo).

Esta divisién hace que, dado un nimero determinado a € Q, el conjunto de los racionales se
divide en dos clases A1 y A donde todo elemento de Ay es menor que todo elemento de As.

La recta. Esta divisién en clases de los elementos de QQ nos permite asociar (como ya se sabe)
los elementos de @Q con los puntos de una recta, donde las propiedades enunciadas pueden
reformularse en términos geométricos, a saber,

Dados los puntos p, ¢ y 7 pertenecientes a una recta podemos definir (equivalentemente)

I. Si p esta a la derecha de ¢ y ¢ a su vez estd a la derecha de r, entonces, p estd también
situado a la derecha de r

II. Si py r son dos puntos distintos, entonces siempre hay infinitos puntos ¢ situados entre
pyr

III. Si p es un determinado punto de la recta, entonces los puntos de ella se subdividen en
dos clases L'y R

e La clase L: Es el conjunto de puntos situados a la izquierda de p

e La clase R: Es el conjunto de puntos situados a la derecha de p

Andlogamente al conjunto numeérico, el punto p puede ser incorporado a alguna de las clases.
En cualquier caso, esta divisién en clases permite establecer que todo punto de L estd a la
izquierda de todo punto de R.

Esta asociacién entre puntos de una recta y niimeros racionales permite asociar univocamente
a cada punto de la recta -una vez que arbitrariamente se define un origen O en ella- con un
nimero racional, a partir de asociar una determinada longitud y la asignacién de un signo.
Ademss las clases A1 y Ao en QQ estaran asociadas a las clases L y R en la recta.

A partir de la definicién de una longitud denominada unidad podemos asociar todo nimero
en la recta siempre que sea conmensurable con esta unidad, es decir, que sea un multiplo
entero de una parte entera de esta unidad (dada ¢ la longitud unidad, cualquier racional éz

serd ubicado calculando p x 5). Esto significa que dado un nimero racional siempre hay un
segmento conmensurable con la longitud unidad elegida, de manera tal de que siempre se
puede asociar a un numero a un punto de la recta. La reciproca es el problema.

Ya desde la época de Pitdgoras se sabe que la reciproca (todo segmento tiene un nimero
racional asociado) no se cumple. En particular, el cuadrado unidad tiene por diagonal el seg-
mento que mide v/2 el cual, como se sabe, no corresponde a ningiin segmento conmensurable
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con la unidad de medicién. Ademas, se puede demostrar que existen infinitos segmentos cuyas
longitudes no se corresponden con nimeros racionales.

La construccién de los nimeros irracionales surgird de la reflexiéon hecha por Dedekind (ver

2])

”... Si se reparten todos los puntos de la recta en dos clases, tales que cada punto de la
primera clase estd situado a la izquierda de cada punto de la seqgunda clase, entonces existe
un unico punto que determina esta particion de todos los puntos en dos clases, el corte de la

recta en dos partes...”

2.2 Construccion de los Numeros Irracionales. Cortaduras de Dedekind

Dado que un ntimero racional define dos clases, la A1 y la Ao, donde arbitrariamente asignamos
al nimero pertenecer a alguna de ellas (como méximo de la A; o minimo de la As) vamos
a pensar ahora a partir de una particién en clases Ay y Ao y definir a partir de la particién
el nimero que las define. Esta particién fue llamada por Dedekind como cortadura y se la
denota (Aq, As).

Existen infinitas cortaduras que no pueden ser determinadas por numeros racionales. Para
ver esto, analicemos el ejemplo propuesto por Dedekind.

Sea d € N tal que no es el cuadrado de ningin numero entero. Entonces, existird A € N tal
que (la demostracion se deja como ejercicio)

M<d<(A+1)?

Definamos la cortadura de Dedekind (Aj, A2) de la siguiente manera: Sea A; los nimeros
cuyo cuadrado son menores que d y As los niimeros cuyo cuadrado son mayores que d.

Esta cortadura no estd determinada por ningiin ntimero racional.

2
En efecto, supongamos que existe un d = (%) € Q (de fraccién irreducible) tal que se

cumple la desigualdad. Entonces, tenemos p? = d¢?. Ademds, dado el cumplimiento de la
desigualdad,
M<d<(A+1)?

)\2q2 <p2 < q2()\+1)2

Ag<p<qg(A+1)

restando a ambos miembros A ¢ tenemos
0<p—Ag<yq

Definamos

po= dqg—2Ap
g = p—Aq
de manera directa obtenemos

p?—dq” = (p*—dg*)(N\ —d)
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2
Ahora, como hemos supuesto que d = (%) entonces, tenemos

P\’
p?—d¢?=0 — d= <,>
q

Pero esto contradice la hipdtesis de ser irreducible, ya que ¢’ < q.

Lo que acabamos de demostrar es que la cortadura (A;, A2) no tiene un racional como elemento
que la defina. Es decir, dado un nimero racional z, o bien se cumple 2 < d o 22 > d, lo que
implica que A; no tiene maximo y As no tiene minimo.

En efecto, sea
_ a(x® + 3d)
- 3224d
Entonces, calculando tenemos
_ 2x(d — 2?)
- 3x24d

Ademds, se obtiene directamente
2 _ (z* = d)®
(322 +d)?

e Si 22 < d llegamos a que

A <y
Ay <d

e Si 22 > d llegamos a que

A y<cz
A d<y?

Lo que demuestra que en los racionales en A; no hay maximo y en Az no hay minimo.

Esta propiedad, de que no todas las cortaduras estan determinadas por racionales, pone de
manifiesto la incompletitud de Q (o discontinuidad en la recta).

A partir de esta propiedad, cada vez que una cortadura (Aj, As) no estd determinada por un
ndmero racional se crea un nuevo nimero denominado irracional, «, el cual esta univocamente
determinado por la cortadura. Reciprocamente, una vez creado el conjunto de los irracionales,
cada irracional a determina univocamente una cortadura.

A cada cortadura determinada le corresponde un y sélo un nimero, racional o irracional, y
diremos que dos ntimeros son distintos o desiguales si y sélo si corresponden a dos cortaduras
diferentes.

Una vez definidos los niimeros irracionales a partir de las cortaduras de Dedekind, se establece
el conjunto de reglas que permiten calcular, ordenar, etc. Asimismo, se definen las operaciones
que completan a las elementales, tales como raices, logaritmos, exponenciales, etc.

Del estudio realizado por Dedekind, vamos a recortar lo relacionado a nuestro interés: procesos
de limite y los fundamentos del anélisis infinitesimal. En los estudios de analisis, las cortaduras
en el contexto de los reales las denomina (U, Us)
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2.3 Analisis Infinitesimal y limites

Finalmente, del estudio de los Irracionales hecho por Dedekind, tomamos el anélisis del proceso
de limite, a partir de la completitud que otorga la definicién de las cortaduras.

Decimos que una cantidad z tiende hacia un valor limite « si la cantidad |z — | se mantiene
menor que cualquier nimero diferente de cero.

Las cortaduras de Dedekind nos permiten demostrar teoremas relacionados con limites. Veamos
el siguiente teorema.

Teorema. Toda sucesion mondtonamente creciente que se mantiene acotada, tiende a un
valor limite.

Demostracion. En virtud de que la sucesién estd acotada por un determinado valor x,
tendremos que z,, < x para todo n. Este mismo ntimero = define una cortadura a partir de
un numero irracional a.

Entonces, a partir de un niimero determinado ng existird un nimero positivo ¢ tal que
a— 5 estd en la clase Uy y a+ § estd en la clase U, con lo que podemos deducir que para un
n > ng tendremos que

|z, —a] <€

lo que es equivalente a decir

lim z, = «o

n—oo
De manera anéloga se puede demostrar el reciproco: Toda sucesion decreciente acotada infe-
riormente tiene un valor limaite.

Si bien estos ultimos teoremas podrian ser parte de un capitulo relacionado a sucesiones,
lo incorporamos para dar una idea de que las cortaduras de Dedekind no sélo crean los
irracionales, sino que también poseen un valor practico que nos permite demostrar teoremas
relacionados a procesos de limite.

2.4 Intervalos Encajados

Complementariamente a las cortaduras de Dedekind, para el desarrollo del analisis de la
continuidad de la recta real surge la definicién de intervalos encajados (ver para detalles [1]),
descripto de manera excelente en el articulo de Pétardﬂ (ver referencia [4]).

La construccién de intervalos encajados se sostiene en la premisa de que dados dos racionales,
existen infinitos niimero entre ellos. Si queremos describir un nimero real x a partir de
racionales se puede describir a partir de construir una sucesién de intervalos comenzando por
11, definido a partir de la relacién

ap <z <b con ai, by €Q

2En 1938, Pétard escribié un articulo recomedable en el cual, de manera intuitiva, didactica y divertida
-sobre una estrategia de encerrar un Ledn en el Desierto del Sahara- establece la fundamentacién del método
de biseccién como para ejemplificar los intervalos encajados, articulo que sirve para fundamentar la conjetura
de Weierstrass
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Se sigue con la construccién de otro intervalo Io definido por otros dos racionales ao, bo tales
que se cumple
a1 <ag<wx<by<b

y asi sucesivamente definiendo n intervalos encajados

Con esta definicion, se concluye el siguiente postulado

Postulado de los encajes de intervalos. Si I, s, I3, ... forman una sucesion encaje de
intervalos con puntos extremos racionales, existe un punto x contenido en todo Ij.

Observacion. Para la defincién de encaje de intervalos el hecho de que los intervalos deben
ser cerrados. Si consideramos el caso 0 < = < % (ejemplo obtenido de la referencia [1]) no
existe un x contenido en todo I,,.

3 Swucesiones en la Recta Real

Vamos ahora a abordar el estudio de las denominadas sucesiones o secuencias en el cuerpo
de los nimeros reales. FKste estudio, aunque particular, nos proveera del método general
de andlisis a la hora de trabajar en otros conjuntos, ya sean numéricos -como en el caso
de los nimeros complejos- o en espacios mas generales, a partir de introducir los conceptos
topoldgicos tales como vecindad o entorno, distancias, etc.

En el caso de nimeros reales, los aspectos topoldgicos (para detalles, ver Rudin [5]) vienen
dados a partir de la distancia en R provista por el valor absoluto |z| = Vz2, de manera tal que
la distancia entre el niimero (o punto en la recta) z y el niimero a (o el punto correspondiente
en la recta) vendra a partir de calcular

d(z,a) = |z — a
Para espacios mas generales, la distancia vendra definida a partir de la norma.
Una vez definida la norma en un determinado espacio, los resultados obtenidos en el conjunto
de los niimeros reales son extendibles sin mayores dificultades.

3.1 Desigualdades ttiles

Si se tuviera que enunciar la diferencia entre el Algebra y el Anélisis Matematico se podria
decir -de manera muy simpificada e inocente- que en el Algebra el simbolo fundamental es el
7 = 7y en el Andlisis Matematico es el 7 < 7. Nétese que se hablé de Andlisis Matematico y no
de Célculo Infinitesimal, en el cual se establecen relaciones (con igualdades, principalmente)
que involucran funciones, sus derivadas, integrales, etc. Claro que se trata de una exageracién,
y por lo tanto no puede ser considerada como la diferencia entre el Algebm y el Analisis.

En el propio proceso de andlisis, como en el teorema sobre convergencia del capitulo anterior,
el proceso de limite viene asociado a una desigualdad

|t —al <e siempre que n > ng
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Esta desigualdad es equivalente a
lim zy = «
{—00

Para estudiar entonces procesos de limites, serda necesario dominar el arte de acotar.

Si bien las acotaciones son algo parecido a un arte, donde la creatividad juega un rol impor-
tante, vamos a repasar algunas propiedades de valor absoluto que ayudan a efectuar acota-
ciones.

e Desigualdad Triangular. Dados los niimeros a y b reales, se cumple
la+b] < |a] + [b]

La demostracién es sencilla: Si a+ b es positivo, tendremos que |a+b| = a+b. Por otro
lado, tenemos que siempre se cumple a < |a| y lo mismo para b. Entonces, sumando
a ambos miembros, tenemos |a + b = a+b < |a| +]b|. Sia+ b < 0 tenemos que
|a +b] = —(a + b) ademds, —a < |a| y lo propio para b. Sumando a ambos miembros
obtenemos |a +b| = —(a+b) = —a — b < |a] + |b|

e (Corolario de la Desigualdad Triangular.

1 1
< ;
la+0]  |af —[b]

la| = |b] <la+0b] — siempre que |a| < [b]

Para demostrar esto, podemos partir de
la| =la+b—b[ <|a+b+[b] — |a]—[b] <la+0|

e Si A es un numero positivo y n un entero positivo, se tiene
(1+h)">14+nh

La demostracién es inmediata a partir del Binomio de Newton

ﬁabga;—b

2
Se demuestra directamente a partir de que (\/5 + \/B) >0

3.2 Sucesiones. Limite de una Sucesion. Convergencia

Consideremos una sucesion o secuencia de nimeros reales
{W}Z.il = {$1,.’IJ2,LIT3, s }
Definiciones
e Rango. Es el conjunto de valores que pueden tomar los elementos de la sucesion.

o Sucesion acotada. Una sucesion es acotada si los elementos de la misma estdn acotados.
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Ejemplos

1

e La sucesién {1, 5,% ...}, con término general xy, = % tiene

— Rango infinito. En efecto, la sucesién recorre infinitos valores
— FEs acotada. En efecto, es decreciente y el primer elemento es 1, que serd la cota
de la sucesion.

e La sucesién {1,4,9 ...}, con término general x, = £? tiene

— Rango infinito. En efecto, la sucesién recorre infinitos valores

— FEs no acotada. En efecto, los elementos de la sucesion crecen mas alld de toda cota
e Ejemplo en C. La sucesién con término general x; = i tiene

— Rango finito. En efecto, la sucesion recorre 4 valores posibles
— FEs acotada. En efecto, todos los elementos de la sucesién tienen valor absoluto
unidad.

Convergencia de una sucesién. Una sucesion {x¢},2, se dice que es convergente a un
valor x si para todo € > 0 existe un N € N tal que

|z, —x| <e siempre que n >N

también lo denotamos como

lim z, ==
n—oo

Por lo general, se utiliza el lim,,_,o x, para calcular, si existiera, el limite de la sucesién y
luego con la definicién |z, — z| < &, con n > N se lo demuestra.

La definiciéon con valor absoluto no nos provee del valor limite, para conocer hacia donde
tienden los elementos de la sucesién debemos calcularlo.

En lo referente a sucesiones, el contexto determinard la necesidad del uso del limite o del valor
absoluto.

El siguiente teorema simplifica el calculo de limites a la hora de considerar sucesiones que
pueden interpretarse a partir de operaciones entre elementos de sucesiones conocidas.

Teorema. Sean {z;},0, v {ye}so, dos sucesiones convergentes, esto es, lim, oo Ty = T ¥y
lim,, 00 Yyn =y, entonces se cumple

(a) im0 n +yn=2+y
(b) limy, yoo czpy = cx
(c) limpsooc+zy =c+x
(d) limy oo Tnyn =y

1

(e) limy, 00 ﬁ = = siempre que T, # 0, Vn, x # 0

Demostraciones

Cétedra: Matemdticas Avanzadas Ano 2016



Apuntes de Cdtedra Teoria de la Convergencia

(a) Consideremos |z, +yn — (z +y)| = |xn — .+ yn — y| < |xn — 2| + |yn — Y|

Dado que ambas sucesiones convergen, tendremos que |z, — z| < € siempre que n > N y
|yn — y| < € siempre que n > Nj. Esto nos permite seleccionar un N > max{N1, No} de
manera tal que para n > N tendremos |z, — z| < § ¥ |y» — y| < §. Entonces, volviendo
al calculo original,

€

2 e para n>N

13
|:L‘n+yn—(m+y)|§|mn—m|—|—|yn—y|<§+

(b) Esta demostracion es elemental, pero hagdmosla de todas maneras, como para acostum-
brarnos al uso de la definicién.
Consideremos |cz,, — cx| = |c||z, — x|
Como la sucesién es convergente, tendremos |z, — z| < € siempre que n > N. Podemos
elegir ademds que para n > N tal que |z, — z| < ﬁ Entonces, para n > N tenemos

9

lcx, — cx| = |||z, — 2| < ¢ €

el
(c) Tomemos
lc+zp, — (c+ )| =|v—z,] <&, siempre que n >N
(d) Para demostrar esta propiedad, hagamos uso de la identidad
TnYn —2Y = (Tn — @) (Yn — Y) + 2(yn — y) + y(zn — )

Debido a la convergencia de ambas sucesiones, podemos hacer, paraun N > max{ Ny, Ny},
|z, — x| < VEy lyn —y| < Ve, con lo que el primer término queda |(x, —x)(yn —y)| < €.
Con esto y la validez de las propiedades (a), y (b) podemos demostrar la propiedad.

_ |zn—al
[ o]

(e) Consideremos xi — i . Si elegimos que a partir de un n determinado se cumpla
n

|| > % y |zn — x| < %]x\QE podemos demostrar la propiedad.

3.3 Punto de Acumulacion

Definicién. Dada una sucesién {z,},-,, decimos que z es un punto de acumulacio’vﬂ si todo
intervalo abierto que contenga a x contiene también infinitos elementos de la sucesién. En
otras palabras, si x es un punto de acumulacién si y solo si

Ve > 0, existen infinitos n € N, |z, —z| <e

Observacién. Relaciones, Confusiones. La definiciones de limite de una sucesion y de puntos
de acumulacién de una sucesion son iguales en términos de las relaciones que se utilizan. En
ambas definiciones, la desigualdad fundamental que se usa es

|z, — x| <e

Repasemos las definiciones para identificar las diferencias sustanciales entre ambas defini-
ciones.

3Los puntos de acomulacién son también denominados puntos lémite. Vamos a evitar la utilizacién de esta
denominacién porque puede traer confusiones con el limite de una sucesion.
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(I) Limite de una Sucesion. En esta definicién entra la desigualdad |z, — x| < €, pero en
el siguiente contexto:

Ve>0, IN(e) €N, |z, —x| <e siempre que n > N

Esta definicion establece que, fijado un € -tan pequeno como se desee-, siempre se puede
encontrar un N tal que para n > N, x,, (y todos los que le siguen en la sucesién) esté
tan cerca de x como se desee.

(IT) Punto de Acumulacion. En esta definicién la desigualdad |x,, — z| < € interviene en el
siguiente contexto:

Ve > 0, existen infinitos z,, que cumplen |z, — z| < ¢

Esta definicion no obliga a que toda la infinidad de elementos de la sucesién estén
en el entorno de x, mas aun, la definicién no establece la unicidad de los puntos de
acumulacion.

A modo de consolidar la diferencia entre las definiciones, consideremos la sucesién
{(-1,1,-1,1,-1,...} — a;=(-1), j=1,2,3,...

Claramente, esta sucesién no converge a ningun limite, pero admite dos puntos de acumu-
lacién, el 1y el (-1), ya que

lzg—1]=0<e V£ par, que son infinitos

lzp+1]=0<e V /impar, que son infinitos

3.4 Teorema de Bolzano-Weierstrass (I)

El Teorema de Bolzano - Weierstrass posee miiltiples denominaciones e incluso formulaciones.
Este resultado, enunciado inicialmente por Weierstrass, como principio de Weierstrass, fue
demostrado por Bolzano (ver, para detalles, el libro de Whittaker y Watson [7]).

Principio de Weierstrass (I). Toda sucesion acotada tiene al menos un punto de acumu-
lacion.

Para probar este enunciado, partimos del hecho de una sucesién {z},°, acotada. Esto implica
que existird un intervalo [a1,b1] que contenga a todos los elementos de la sucesién. Ahora,
podemos definir una sucesién de intervalos encajados segun el siguiente criterio:

e A partir de [aj, b;] definimos un encaje [ag,bs| partiendo a la mitad el primero, de
manera tal de contener infinitos elementos de la sucesion.

e Nuevamente, partiendo a la mitad [ag, bo] definimos otro intervalo encajado [ag, b3] de
manera tal de que en este intervalo hayan infinitos elementos de la sucesién

e Y asi sucesivamente
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Lo que vamos a tener es una sucesién de intervalos encajados que siempre contenga una
infinidad de elementos de la sucesiéon. Ahora, por construccién, una sucesion de intervalos
encajados definen un ntimero real, x.

Entonces, tenemos: Una sucesion de intervalos encajados, cuya longitud serd

b1 — ai

|br — ael = 9l—1

Ahora, por construccién tenemos que existen infinitos elementos de la sucesién (asi fue elegida
la mitad de cada encaje) y ademds una sucesién de intervalos encajados define un nimero
real, x, entonces tenemos que existen infinitos elementos de la sucesion x, para los cuales se
cumple

b1 — a1

|z, — x| < 571

. b1—a . . . ., .
Si llamamos € = |;¢7,11| tenemos que existen infinitos elementos de la sucesién que satisfacen
|z, — x| <e

Lo que implica que x es un punto de acumulacién. Es decir, si la sucesién esta acotada, tiene
al menos un punto de acumulacién.

Esta demostracion a partir de intervalos encajados utiliza el método de biseccién utilizado
para enjaular al leén del desierto del Sahara, en el articulo de Pétard [4].

Whittaker y Watson en su A Course of Modern Analysis [7] plantean una demostracién de
este resultado, pero a partir de las cortaduras de Dedekind, enunciado como Teorema de
Bolzano.

3.5 Subsucesiones

Definicién. Dada una sucesién {x/},-,, consideremos un conjunto de indices que es sub-
conjunto de los naturales (por donde varia los indices de la sucesién) {¢1, lo, ¢35, ...}. La
sucesion

{.CEgl,CUg2, 1’537...}

se llama subsucesion de {z¢};° ;.
Si {xg]. };)0:1 converge, el limite se lo denomina lémite subsecuencial de {x;};2,

Es evidente -y su demostracién trivial- que si una sucesién converge a x, toda subsucesion
converge a .

3.6 El Teorema de Bolzano-Weierstrass (II)

Como vimos, dada una sucesién, los puntos de acumulacion y los limites de la sucesion
son aspectos diferentes, aunque sus definiciones parezcan similares, debido a las expresiones
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utilizadas. Sin embargo, los puntos de acumulacién pueden ser definidos como limites de
subsucesiones, escogiendo adecuadamente los elementos de la sucesién original.

Para el ejemplo de sucesién {—1,1,—1,1,...} si escogemos los indices pares, tenemos que el
punto de acumulacién x = 1 es ademés el limite de la sucesién constante {1,1,1,...}.

La demostracién se basa en partir de un intervalo y escoger los elementos de los intervalos
encajados seleccionando aquellos elementos que se acerquen al punto de acumulacion, con-
struyendo una sucesiéon convergente a dicho punto.

Principio de Weierstrass (II). Toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente.

Definicion. Compacidad. Un conjunto se dice compacto si toda sucesion de sus elementos
contiene una subsucesion convergente a un elemento del conjunto. En otras palabras, en R
todo conjunto cerrado y acotado es compacto.

3.7 Sucesiones de Cauchy

Como ya hemos visto como ejemplo de las cortaduras de Dedekind, la condicién de que toda
sucesion mondtona y acotada es suficiente para asegurar la convergencia. Este resultado no
presupone conocer el limite de la sucesién, sino que su objetivo es la garantia de existe este
limite. Ademads, la monotonia y acotacién son propiedades de relativa simpleza de compro-
bacién.

Si bien el resultado es muy importante, ya que provee una condicién suficiente, la monotonia
no es necesaria para la convergencia. Por ejemplo, la sucesiéon dada a partir del término

general
(=1

2£

converge -al cero-, pero no es mondtonamente decreciente.

Ty =

El criterio de convergencia Cauchy, también denominado prueba intrinseca proporciona una
condicion necesaria y suficiente para la existencia del limite de una sucesion.

Definicién. Se dice que una sucesién {x,},2, es una sucesién de Cauchy si para todo ¢ existe
un nimero N tal que

|Tm — xn| <€, siempre que n,m >N

Demostraciéon. Vamos a dividir la demostracion en la condicién necesaria y suficiente.

Demostremos primero que toda sucesion convergente es de Cauchy. En efecto, sea {z¢},”,
una sucesién convergente con limite x. Por definicién tendremos que a partir de un cierto N
se cumplird

|z, — x| <€, |Tm — x| < e siempre que n,m > N

Ma3és aun, podemos escribir
€
o

\mn—$|<2

€ .
Ty — x| < 3 siempre que n,m > N
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Entonces, calculemos

e €
|xm—xn|:\xm—xn—l—x—:r\:\xm—:v—(:nn—xﬂ§|xm—x\—|—]:rm—x|<§+§:5

siempre que m,n > N. Esto concluye la prueba de la condicién necesaria.

Para probar que una sucesién de Cauchy es convergente (condicién suficiente) partimos del
hecho de que para un par de niimeros suficientemente grandes (m,n > N, para un N dado)

|Tm — zn| < e
Esto significa que para el N en cuestiéon podemos asumir que existen infinitos x,, tales que
|zm —an| <1

Ahora, N es un ntimero finito, lo que implica que podriamos ampliar el intervalo de manera
tal de que cada vez queden menos elementos fuera, hasta hallar un intervalo suficientemente
grande (pero finito) que contenga a todos los elementos. Esto implica que la sucesion esta
acotada. Ahora, si la sucesién estd acotada, admite un punto de acumulacién, como ya se ha
probado. Sea z el punto de acumulacién. Como z es un punto de acumulacién, tendremos
que existen infinitos n y m tal que se cumple simultdneamente

lzp, — x| <e Yy |z, —x|<e

para n,m > N, lo que demuestra que x es el limite de la sucesion.

4 Ejemplos y Tipos de Sucesiones. Representaciones

En este capitulo vamos a estudiar sucesiones a partir de modelos, tanto de manera explicita,
para las cuales tenemos una expresion del término /-ésimo, como asi también las que se
generan por recurrencia, es decir, aquellas sucesiones cuyos términos son construidos a partir
de sus antecesores.

Tipicamente, las sucesiones vienen dadas

(a) A partir de una expresién del término general
xg = f({)
(b) A partir de una relacién de recurrencia
xe = f(z1,22,...,%0—1)
(¢) A partir de una combinacién mixta

xzo = f(lx1,22,...,T0-1)
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4.1 Identificacién de Patrones. Término General de una Sucesion

El primer tipo de sucesiones indicadas son aquellas en las que por lo general se introduce
el tema sucesiones para ejemplificar. Dicha introduccién permite familiarizarnos con la idea
de secuencia de ntmeros y debido a su expresion, el calculo del limite de la sucesién puede
hacerse directamente tomando el limite hacia el infinito de la funcién que define al término
general.

Asi, por ejemplo, dada la sucesion

—
Wl =
| =
| =
H,_/

Podemos darnos cuenta que

1

T o

= f(0), (=1,2,3,...

es la expresién del término general. Notemos ademds que es mondétonamente decreciente y

que

1
lim zp = li —0
e T 21

con lo que obtuvimos que la serie converge a cero.

El ntiimero e, de Euler. Un ejemplo interesante para este tipo de sucesiones es la definida

a través del término general
1 L
= 1—}—? (=1,2,3,...

En este caso, determinar el limite de esta sucesion no es tan sencillo, ya que una forma brutal
de tomar el limite darfa ” 1°° 7, término para el cual no tenemos ningun tipo de respuesta,
con lo cual el tratamiento de esta sucesién debe tener mayores niveles de anélisis.

Notemos que el término general se puede escribir, usando el binomio de Newton,
L k l
(ANVED! 0\ 1
0= (i) -2 () w
k=0 k=0

Desarrolemos la sumatoria de manera tal de poder ver mejor:
l
2\ 1 1 1 1 1 2 1 1 2 3
wo= Y (=g g d i )

et 1| e e R 1 Bl e

Podemos notar que x; > 2, ya que es el primer término y todos los deméas son ntimeros
positivos. Ademads podemos acotar de la siguiente manera, definiendo

11 1
stntota

1
ye=2+5+F 7
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y una cota superior de esta sumatoria

_ 1 1 1 1 _ 1 1 1 1
Z€—2+§+?+2§+“'+F—1+1+§+?+¥+“'+F

suma geométrica
Entonces, sumando la geométrica, podemos escribir esta sucesién

(26—1):37L

Ze=1+2"——7r— 571

Entonces, tenemos que

2<$g<yg<2g:3—2é7_1

O simplemente,
2<xp <3

Ademas, se puede comprobar directamente que la sucesion es mondétonamente creciente. Y
por lo que vimos, una sucesién mondtonamente creciente y acotada tiene un limite. Ese limite
es el nimero e ~ 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967....

La busqueda del término general de una sucesién es el desafio de la identificaciéon de patrones
en determinada secuencia. Es por lo general con lo que nos introducimos al estudio de
sucesiones.

4.2 Sucesiones Recurrentes

Las sucesiones recurrentes son aquellas que el término general no viene dado explicitamente,
sino que para calcular el £-ésimo término de la sucesion es necesario conocer todos los ante-
riores. Como ejemplo, consideremos la sucesién

{1,5,13,29,61,125,...}

Para este caso, no se ve sencillamente una expresién que defina un determinado elemento de
la sucesién. Ahora, podemos ver que

5 = 2-143
13 = 2-543
29 = 2-13+3
61 = 2-29+3
125 = 2-61+3

Con lo que el término ¢-ésimo se obtiene a partir del anterior a través de
Tg=2-xp1+3

Notemos que esta relacion nos arroja los términos de la sucesién dada siempre que para £ = 1
tengamos x1 = 1, sino no podriamos calcular término alguno.

En general, toda sucesion recurrente necesita una cantidad de elementos iniciales conocidos
que son los necesarios para poder calcular los siguientes.
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4.2.1 Tipos de Sucesiones Recurrentes: Homogeneidad, Orden, etc.

Como vimos, en general una sucesiéon refinida por recurrencia posee la estructura

I

Z2

Te—1
Ty = f(l’l,xg, e ,xg_l)

Donde en general f puede ser cualquier funcién.

Vamos a detenernos en algunos tipos particulares de sucesiones de recurrencia

(I) Lineales. Son aquellas en las que la relacién de recurrencia es lineal en todos los
elementos anteriores de la sucesién involucrados.

(II) Homogéneas. Son aquellas en las cuales todos los términos dependen de un elemento de
la sucesién, es decir que no tiene términos constantes. En la sucesién que se ha dado de
ejemplo, xy = 2xy_1 + 3 es lineal, pero no homogénea, debido al término independiente,
el 3.

Entonces, una recurrencia lineal y homogénea puede escribirse de la forma:
Tp=0a1%1+a2x2+ -+ ap_1%p1

donde no todos los coeficientes a; deben ser necesariamente distintos de cero. Para completar
la sucesién es necesario conocer los primeros £ — 1 términos.

Para sucesiones recurrentes lineales y homogéneas es posible obtener la expresion del término
general, asumiendo la dependencia

zp =17, y determinar el r

En efecto, dada la recurrencia
Typ=a1x1+agx2+ -+ ap-1%0

al reemplazar la propuesta de término explicito obtenemos

4

r=air+agr? 4 ap g rt?

Con lo que el valor de r se obtiene a partir de resover la ecuacién

re—ag_lre_l —ag_ng_Q —~~-—a27‘2 —ayr=20
Debido a la linealidad, todas las soluciones de esta ecuacion formara parte de la solucion
general para el término general a partir de una combinacién lineal de las soluciones, cuyos
coeficientes seran ajustados luego a partir de los valores datos (notar la analogia con las
ecuaciones diferenciales).

Esta ecuacion es de grado £ con el r = 0 como solucion y este valor no nos interesa, entonces,
al dividir toda la ecuacion por r tenemos una ecuacién de grado £ — 1, con, en principio, £ — 1
posibles valores de r. Casos de raices multiples deberan ser tratados particularmente.
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4.2.2 Los Conejos de Leonardo de Pisa (Fibonacci)

De entre las sucesiones recurrentes lineales y homogéneas la sucesion de Fibonacci E| es una
de las mas famosas. Esta sucesién surge de un problema-modelo de reproduccién de conejos.

El problema tiene como hipdtesis
i) Cada pareja de conejos al cruzarse tiene una pareja de conejos

ii) Para que una pareja de conejos pueda cruzarse debe transcurrir un periodo hasta alcanzar
la madurez

iii) El periodo de gestacién coincide con el periodo para alcanzar la madurez.
iv) Los conejos viven eternamente y no paran de tener conejitos (segtin postulado [i])

A fin de poder contar la cantidad de parejas que hay cada periodo de madurez (que es
coincidente con el gestacién), pongamos con tridngulo rojo (A) una pareja recien nacida y
con azul una pareja adulta (capaz de cruzarse) (A). La regla de reproduccién establece que
luego de un periodo de gestacién

A —luego de un T' —7 A+ A

A —luego de un T" — A

Con estas reglas, contemos la cantidad de parejas de conejos para diferentes tiempos (en
periodos de gestacién-madurez)

e t=20: A

o t="1T" A

o t =3T" A A A

o t =4T: A A AA A

e t=5T" A A AA AA A A

o ¢t =061T" A A AA AA A AAAAAA
e Y asi sucesivamente

De esta manera se puede ver que la cantidad de parejas a cada periodo de gestacién/madurez
viene dada por

a1:1
as =1

ap = ap—1 + ag—2

“Leonardo de Pisa (c. 1170 - 1250), hijo de Guglielmo -quien tenia como apodo Bonacci- fue apodado de
Fibonacci (por filius Bonacci, hijo de Bonacci).
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Esta es la denominada sucesion de Fibonacci. Cada término es la suma de los dos anteriores
inmediatos.

Podemos notar que esta sucesién recurrente es lineal y homogénea. Dada que posee esta
caracteristica, busquemos una expresién del término general, a partir de proponer z; = rt

Al proponer esa dependencia del término general con el indice, obtenemos que al sustituir en

la relacion de recurrencia

P2 g ]

Dividiendo a ambos miembros por r* obtenemos la ecuacién cuadrética
r2—r—1=0

cuyas soluciones son

2 2T

En particular, la primera raiz es la conocida razén durea.

_L+5 1-V5

™

En general, los términos de la sucesién de Fibonacci vendran dados como una combinacién
lineal de estos 71 y r2, donde ademads para que rg = 1 y 71 = 1 se debe cumplir

1 2 1 l
=—=7r——F=T
VBl Vs

ay

La razén aurea. La razdén durea se remonta a los antiguos griegos, quienes pensaron que
no todo rectangulo es "armonioso” sino que para que lo sea, sus dimensiones deben estar
relacionadas de alguna manera. En particular, para que un rectangulo sea dureo, si llamamos
b a la base y h a la altura, sus dimensiones deben satisfacer (ver [8])

b b+h b 1
E:%’ llamand0¢:ﬁ — ¢:1+$
que puede escribirse como
¢ —¢—1=0
cuya solucién fisica (para que sea una longitud es) ¢ = 1+2\/g

Si consideramos la sucesion

{123581321345589144 }

1+V5

Esta sucesion tiene por limite a r = =5

La razon aurea también puede obtenerse como una fraccion continua

b=14+ 1 _ 1445
1+ —1— 2
1+

4=

En la préxima seccién llegaremos a esta expresién para ¢ mediante el método denominado de
aproTiMaciones Sucesivas.
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4.2.3 Resolucion de Ecuaciones No Lineales: Aproximaciones Sucesivas y Newton-
Raphson

Vamos ahora a generar sucesiones recurrentes, pero con un fin: resolver ecuaciones no lineales.
Para este propdsito, vamos a considerar dos tipos de resoluciéon: Método de Aproximaciones
Sucesivas y el Método de Newton-Raphson. Existen méas métodos que pueden verse en los
libros recomendados [9] y [10].

El problema a resolver serd el de encontrar la solucién de la ecuacién
flx)=0 zla, b]
sélo que ahora haremos un anélisis geométrico de la situacion

Esquemas Iterativos. Método de Aproximaciones Sucesivas. Un esquema iterativo
es un procedimiento secuencial que procura aproximar una determinada cantidad a partir
de una repeticion de operaciones con la cantidad obtenida en el paso anterior. Este método
también es denominado de aproximaciones sucesivas.

Aproximacién de raices. Vamos a construir una sucesion para resolver la ecuacién
3x — cos(x) =0
Esta ecuacion admite una solucién real, que aproximada a 7 decimales, es x ~ 0.3167513

El problema es cémo podria idear un procedimiento que vaya aproximando la solucién de la
ecuacioén.

Notemos que podriamos “despejar” la incognita no como para resolver la ecuacién, sino de
manera de tipo funcional, por ejemplo,

o cos(z)
3
Con esta relacién, podemos general una iteracién del tipo:
cos(xy
Lo41 = ; )
y de esta manera, si fijamos un valor inicial, g podemos ver que ocurre con la secuencia
cos(zg) cos(zy) cos(zg) cos(zs)
07 3 ) 3 ) 3 ) 3 )
Si Fijamos, como ejemplo, xg = 0, entonces
0
v = COSB() = 0.3333333
vy — cos(0.3§33333) _ 0.3149857
0.3149857
vy = COS(?)) — 0.31693360
0.31693360
v = O : ) _ 031673184
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Podemos notar, que el cuarto elemento de la iteracion tiene 4 decimales correctos.

El problema general serd establecer las condiciones para que la sucesion tenga como limite la
solucién de la ecuacién.

Ma3s alla de las condiciones de convergencia, lo que debemos garantizar es que la iteracion
pueda realizarse, es decir que no se corte por no poder efectuar las iteraciones. Por ejemplo,
si quisiéramos resolver la ecuacién

24+ —2=0
podemos notar que al procurar la solucién positiva a través de la iteracion
To41 = V2 —e¥t

comenzar por xg = 0 tendremos que z; = 1 y x2 ya no se puede obtener en los reales. Por
eso, las condiciones para que generar las iteraciones son muy importantes.

Convergencia de la Sucesion. En general, un esquema iterativo es una sucesién recurrente
de la forma

Tor1 = ¢(x0)

donde la funcién p(xy) es llamada funcidn de iteracion. Lo que es claro, es que la solucién
del problema es -en este caso- el valor de x tal que

T solucion — @(msolucion)
esto es, la solucién es un punto fijo de la iteracién. Es necesario que la iteracién
I.  Se pueda efectuar indefinidamente
II. Tenga limite

La primera de las condiciones impone la necesidad de una adecuada eleccién tanto de la
funcién de iteracién, como asi también la aproximacién inicial, xg.

La segunda de las condiciones, se obtiene a partir de un andlisis:

Sea la iteracién zr11 = @(z) la cual se crea para resolver una ecuacién no lineal, cuya
solucion sea Tsopycion Entonces, a podemos escribir, restando a ambos miembros:

To+1 — Tsolucion = Sp(xé) — Tsolucion

Llamando ¢; a la diferencia entre el valor aproximado en el paso /—ésimo con la solucién,
tenemos ep11 = p(xp) — Tsolucion- Si la funcién de iteracién es derivable con continuidad en un
conjunto que contenga a xg y a todos los iterados, podemos escribir (en virtud del Teorema
del Valor Medio del célculo diferencial)

441 = [‘P(xsolucion) + @/(5) (l‘g - xsolucion)] — Tsolucion

Como Tsolucion = So(xsolucion) tenemos

€41 = 90/(§> (ZCE - xsolucion) = <P/(§) €
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Si la derivada de la iteracién tiene una cota en el conjunto, |¢'| < M podemos escribir
leer1l = ' ()] lee] < Mle]
Aplicando este resultado, tendremos
lest] < Mleel < MPlepa| < MPlega| <o < Mg
donde ¢q es el error inicial. Notemos que si M < 1, entonces
fium leen] < Jim M™eol =0

Lo que implica que, independientemente del error cometido en la primera aproximacién, el
error tiende a cero. Es decir, converge.

Los Conejos de Fibonacci, la Razén Aurea y las Fracciones Continuas

A partir de la sucesién de Fibonacci y al proponer una expresion explicita para el término
general, de la forma z;, = r’ llegamos que debido a la recurrencia de los términos 7 debia
satisfacer la expresion

r2—r—1=0

dividiendo a ambos miembros por r obtenemos la ecuacion de la razén durea

1
r—1--=0
r

Con esta expresion podemos generar un esquema iterativo

1
e = plre) = 1+
Te

el cual genera la sucesién

1
L1451+

1+1 1+

Esta sucesién converge, pero notemos que

en r = 1 tenemos |¢'(1)] = 1. Esto no nos garantiza la convergencia, pero si hubiéramos
comenzado por un numero apenas mas grande que la unidad cumple la condicién de con-
vergencia. Es claro que la condicién que se demostré fue de suficiencia, no de necesidad.

Si hubiéramos comenzado por r; = 2 la fraccién continua converge a la razén aurea con la
condicion de la derivada satisfecha

Aceleracién de Convergencia. Si bien los esquemas iterativos generan una sucesién con-
vergente (bajo las condiciones de convergencia, claro), a veces dicha convergencia es lenta.
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Es comun en cédlculo numérico generar una sucesiéon a partir de la original que acelere la
convergencia (en términos de que el error se haga cero més rapidamente). Un mecanismo de
esta caracterfstica se lo conoce como Método A? de Aitken o Estrapolacion de Aitken (para
detalles ver [9] y [10]).

Método de Newton-Raphson. Para concluir esta parte de métodos de resoluciéon de
ecuaciones no lineales, vamos a considerar un método de los denominados super convegentes:
El Método de Newton-Raphson.

El problema contintda siendo el de hallar una solucién a la ecuacién
f@ =0  welay

Para este propésito si a es la raiz, comenzamos por un valor xy y aproximamos en ese punto
con la tangente y le hallamos la raiz a la recta tangente, con lo que el x1 se obtendra a partir

de
_ f(=o)
°7 Flxo)

1 =X

Si ahora generamos la sucesion

_ f(=e)
f(@e)

Tendremos la sucesiéon que -esperamos- converja al valor deseado, a.

{wo, 21,22, 23,... }, con Teg1 = g

Convergencia. A partir de la relacién

Top1 = Tg — flae)
* f'(we)
Si desarrollamos la expresién ]{/((Z)) alrededor de «
flwe)  fl)  d [ f(z) L d* [ f(z) 2
g = Pt @ ) e O 5 | 5, I

y dado que f(«) = 0 tendremos que los coeficientes satisfacen:

fa) _
7y =0

i [F@)] _ @i @) i (i) _

b. %[f’(w)} = - [ ]xza—l

s {f(w)} 4 [1 B f’(w)f”(:c)} @ @@ @@~ @) ()2 @) )
a? | F@)| = d 2@ e

Entonces,

a.

& [f(w)] _ @
i | f@)) e F©

Reemplazando en la iteracion, tendremos

f"(6)

TGRS

Tpr1 = Ty — [(:L"g —a) —
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Si llamamos €y41 = x¢11 — « ¥ lo propio para cualquier elemento de la sucesion

£
2f!

Si en el intervalo en cuestién tenemos ‘ ((?) ‘ < M tendremos que

1
lees1] < —|Meg|?
M

Entonces, aplicando ahora esta cota a £, tendremos que

1 041
leey1| < M|M60|2

Entonces, si el error inicial satisface que M|eg| < 1 la sucesién converge. Ademds converge
rapidisimo! Este tipo de convergencia se denomina superconvergencia.

Definicion. Orden de Convergencia. Dada una sucesién convergente a un valor a. Sea
€¢ — a. Si existe un ntimero p y una constante K tal que

: ’€£+1|:
£—00 ‘e’:‘g’p

entonces p es llamado orden de convergencia de la sucesién y a la constante K se la denomina
constante de error asintotico.

Existen varios métodos de resolucién de ecuaciones no lineales, tales como el dicotémico,
método de la secante, requla falsi, etc. Estos métodos estan desarrollados en la bibliografia
sugerida [9] y [10] y es parte de un curso de cdlculo numérico. En este estudio sélo vimos
estos dos métodos para ejemplificar sucesiones.

4.2.4 Sistemas Dinamicos Discretos. Orbitas

Como ultimo ejemplo de sucesiones vamos a considerar sistemas dindmicos unidimensionales.
En particular, vamos a considerar aquellos sistemas denominados auténomos. Para sistemas
dindmicos més generales se puede consular en el libro de Sternberg [11].

Por sistema dindmico auténomo vamos a entender una ecuacién diferencial de la forma
dx
— = f(x z(tg) = xo
= f@), )

Vamos a asumir que la funcién f satisface las condiciones de existencia y unicidad de solu-
ciones.

La idea es obtener la posicién (o la magnitud fisica que represente z) en diferentes tiempos t.

La manera de resolver el problema de forma general es a través de la expresion (es a variable
separable)

t x 1
dt —/ ——du einvertir x(t) = X(t;t
Jo= 1, 5 0= *sto)
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Sin embargo, esa no es la motivacién para este enfoque, sino que buscaremos aproximar los
valores de x1,xo,... a tiempos t1,%9,t3,....

Para este propédsito, aproximemos la derivada de la manera

dx () ~ x(tey1) — z(ty)

dt tor1 — 1ty
Entonces, sustituyendo la aproximacién en la ecuacién diferencial

z(tegp1) — x(ty)
top1 — e

= f(we)

Si consideramos una particién del tiempo equiespaciada, t;11 —ty = h, para todo £, entonces,
podemos simplificar

z(tev1) — x(te) = f(ze) b

Y generamos la sucesién recurrente {xg, x1, z2, ... } definida por

xo = x(to)
Top1 = Ty + f(afg) h
En célculo numérico, esta discretizacion se conoce como Método de la Poligonal de Fuler.

El Mapa Logistico. Un ejemplo simple, pero a la vez rico en propiedades es aquel que
modeliza el crecimiento de una determinada poblacién.

El mapa logistico es una discretizaciéon de las ecuaciones diferenciales logisticas [12] en las
cuales la discretizaciéon toma la forma

Top1 = pae (1 — ) peR
Este sistema dindmico es una iteracidon como las que se vieron en aproximaciones sucesivas.

Lo interesante del estudio de mapas logisticos es en funcién de los posibles valores que pueda
tomar p y la caracteristica de la convergencia. En particular, variando p aparecen situaciones
que son paradigmaticas a la hora de estudiar regularidad y caos en sistemas dindamicos.
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5 Series Numéricas

Hemos senalado al inicio de este trabajo que al ser el estudio de existencia de soluciones
de ecuaciones diferenciales el rol de las series es central. En virtud de esta afirmacion, re-
alizaremos un repaso de los resultados principales relacionados a series, comenzando por series
numéricas, para luego extender los resultados a series de funciones.

5.1 Definiciones. Criterios elementales

Vamos ahora a considerar sumas del tipo

[o.¢]
E Qy.
£=0
Ejemplos de este tipo de expresiones son frecuentes, aunque a veces no reparemos en ello.

Representaciéon decimal. Consideremos un ntmero irracional represenado decimalmente.
Es claro que si a es el ntimero en consideracién, éste tendra una representacién decimal infinita,
y no periédica. Supongamos que « = [a] + () donde [a] indica la parte entera de o y (a) su
parte decimal. Entonces

(@) =) dg107",
/=1

donde 0 < dp < 9.

Serie geométrica. Un ejemplo conocido es la serie geométrica la cual tiene la forma
[e.e]
S
=0

donde r es un niimero al que llamamos razon.

5.1.1 Series y Sucesiones

Sumas parciales. La expresion de una serie tiene el infinito en el limite superior de la
sumatoria. Esto nos conduce a pensar la serie como el limite

. l .2
Con esto podemos pensar que las sumas parciales, > =0 s forman una sucesién

l
Sy — E (Zj,
Jj=0

de modo que estudiar la serie es estudiar el limite de la sucesién.

Serie geométrica. Nuevamente trabajemos con la serie geométrica, pero ahora tratando de
encontrar una expresion para la suma parcial (o lo que es lo mismo, para la sucesién asociada).
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Tenemos que
¢

Sy = Z I
j=0
si multiplicamos por r a ambos miembros, obtenemos
{41

rszzz:rj

Jj=1
Si en el miembro de la derecha sumamos y restamos 1 y separamos el tltimo término de la
sumatoria, obtenemos

l
’I“Sg:*1+1+z Pttt

j=1
o Ti=se
entonces,
rsg=—1+sp+rtt!
Con lo que

(r—1)sp =7t -1

Con lo que pudimos obtener el término general para la sucesion

rftl 1 1— bttt
S§g=—— 0 S=———
¢ r—1 ¢ 1—r
En virtud de lo obtenido podemos notar que

o r#1

e Sir > 1 entonces el término general de la serie crece mas alld de toda cota, por lo que
no puede tener un limite.

e sir < 1 la sucesién converge a
1—ptt! 1

églolose fggo 1—r 1—r

ya que si r < 1, limy_, =0
Analizada como sucesion, podemos ver que satisface el criterio de Cauchy. Para m > n

|5m_5n|:Tn+1+7"n+2+'”+7“m:r"+1(1—|—r+...+7«m—n—1)

Entonces,
1 1 pL=rm
[$m = sn| = "L 7 ) =
1—r
Como m > n y si r < 1 entonces tenemos que podemos acotar
Tn+1
|Sm — sn| < -

Entonces, siempre existird un N tal que Ve > 0
|Sm — sn| <& siempre que m,n > N

Podemos notar que una condicién necesaria (no suficiente) para que una serie sea convegente
es que el término general a, tienda a cero conforme ¢ tiende a infinito.
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5.2 Criterios de Convergencia

Dada una serie numérica, las alternativas son:

I. Convergente:
o
Jim, > ae =S
=0
II. Divergente:
oo
nh_}ngo Z ay = oo
=0
III.  Oscilante:
oo
I
Jm ) a
=0
oscila entre valores positivos y negativos

Series de términos positivos. En el caso en que todos los términos sean niimeros positivos,
la serie o converge o diverge. De ninguna manera puede ser oscilante.

En el caso en que de alguna manera podemos encontrar la expresién para la suma parcial,
podremos inmediatamente determinar la convergencia o no de una serie.

Por lo general no es necesario conocer el valor del limite, sino saber si la serie bajo estudio
es convergente o divergente. Para este andlisis es preciso recurrir a los denominados criterios
de convergencia.

5.2.1 Criterio de Comparacion

Sean las series de términos positivos
o [o¢]
Doac vy D b
=0 =0

donde la primera es convergente y la segunda, divegente. Sean S} y Sﬁ las sumas parciales
para la primera y segunda serie, respectivamente.

Consideremos la serie de términos positivos

o

D e

=0
y sea S, la suma parcial.
El criterio de comparacion establece que
(a) SiS, < S%, entonces la serie Y ;2 ¢, converge

(b) Si S8 < S, entonces la serie Y o0, ¢, diverge
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5.2.2 Criterio de D’Alembert

Consideremos la serie de términos positivos
[o¢]
> a
/=0

Supongamos que se cumple:
!
lim —— =\

l—o0 Qg
El criterio de D’Alembert también llamado criterio del cociente establece que

e Si A < 1 la serie converge
e Si A > 1 la serie diverge

e Si A =1 la convergencia es dudosa

En el primer caso, podemos afirmar que a partir de un cierto a,, existe un numero r, tal que
b m )
a
A <r <1,y que se cumple ==+ < p

am
Entonces, a partir de m, podremos escribir
2 3
Omtl < T Qmy G2 < T70m, Qa3 <77, ...
Con lo cual

(o] (o ¢]
E ay < Ay E 77
l=m 7=0

Ademsds, como r < 1 tendremos que la serie mayor converge, por lo a partir del criterio de
comparacién, tendremos que la serie menor converge. Ahora, la serie original es descompuesta

como
00 m—1 00
Doar= at) a
=0 £=0 {=m
lo que termina de probar el criterio de D’Alembert.

Si A > 1 significa que el término general de la serie crece, por lo que no puede ser convergente,
como ya se ha visto.

El caso dudoso, en el que A = 1 se estudia mediante otro criterio, el criterio de Raabe.

Criterio de Raabe. En el caso de A = 1 el criterio de Raabe se aplica de la siguiente
manera: Sea

L= 1im£[ —“‘“}

{—00 ay

Si L > 1, la serie converge. Si L < 1 la serie es divergente.
Otra formulacién del criterio de Raabe es la siguiente (en Whittaker & Watson [7]):

Si existe un numero positivo A tal que

hmz[“‘f“— ]:—1—)\,

{—o0 ay

entonces la serie converge.
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5.2.3 Criterio de la raiz

Consideremos la serie de términos positivos
[ee]
> a
=0
de manera tal que a partir de un cierto m se tiene que a,, < r™.

Con esta hipdtesis tenemos que

00 m—1 00
Dac=) at ) a
reemplazando la acotacién tenemos
e’} m—1 00
Sas S a3
(=0 =0 j=0

Ahora, si 7 < 1 la serie del miembro de la derecha seria convegente y por el criterio de
comparacién, la serie original también lo serd.

Entonces, si
lim Yay=r <1
{—00
la serie
o0
E ay
=0
serd convergente. Este criterio es denominado criterio de la raiz.

5.2.4 Criterio de la integral

Otro criterio de convergencia es provisto al considerar una serie como una suma de Riemann
para la estimacién de una integral impropia. La idea es, dada la serie

o0
> a
=0
considerarla como la aproximacién (suma de Riemann) de la integral impropia

/0 " fw) da

donde se considera ay = f(x¢) y donde el paso de aproximacién h = 1. Este criterio se basa
en, dada una integral impropia que sabemos convergente o divergente y construir una suma
de Riemann inferior (para probar convergencia) o superior (para probar divergencia).

A partir de esta idea, es posible determinar la convergencia de las series del tipo
>
(e
l=1 ¢

Las cuales seran convergentes para « > 1 y divergentes para « < 1.

Cétedra: Matemdticas Avanzadas Ano 2016



Apuntes de Cdtedra Teoria de la Convergencia

5.3 Series alternadas
Una serie de términos alteradamente positivos y negativos se llama alternada. Un ejemplo es

la siguiente
o0

T—1+1—1+1—14--=) (-1)f
/=0

Claramente, esta serie no es ni divergente ni convergente, sino es oscilante.

5.3.1 Convergencia absoluta y condicional

Dada una serie alternada, un criterio inicial para la determinacion de la convergencia es
analizar el valor absoluto de cada uno de los términos y analizar la convergencia de la serie
definida que ahora tendra términos positivos.

Notemos que dada una serie alternada

o

D> a

=0
si la serie

o

> lal

=0
converge, entonces la serie converge.
En efecto, aplicando el criterio de Cauchy, tomemos los términos

|1+ ant2 + -+ am| < anga| + |ante] + -+ + |am]

y como la serie converge absolutamente, el término de la derecha se puede mantener menor
que un ¢ a partir de un par de nimeros m y n suficientemente grandes.

Es sabido (comparar con la integral) que la serie

0o
(=1

|

es divergente.

Ahora, si analizamos la serie alternada

G
(=1

es convergente y su suma resulta In(2). Este resultado puede obtenerse a partir de construir
la serie de Taylor para la funcién In(x) alrededor de xg = 1 y luego evaluar la serie en = = 2.

Este ejemplo permite asegurar que una serie alternada puede ser convergente sin necesidad
que la serie a valores absolutos lo sea. M4s aun, el criterio establece que es suficiente que
la serie construida con los valores absoluto converja para que la serie alternada converja. La
reciproca no estd garantizada.
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5.3.2 Criterio de Leibinz

El criterio de Leibinz permite analizar la convergencia de una serie alternada, sin necesidad
de estudiar (la mayoria de las veces sin éxito) la convergencia absoluta.

Si los valores absolutos de los términos de una serie alternada tienden mondtonamente a 0,
es decir |apy1| < |ag| la serie

[o.¢]

D> a

=0

converge.

Consideremos que ag > 0. Esto no resta generalidad. Entonces, llamemos:

bo = Qg
bl = —al
bQ = a2

y asi sucesivamente

La serie original, serd reescrita como > 72 (—1)*by la cual admite dos reescrituras:

bo — (b1 — b2) — (b3 — ba) + (b5 — bg) + - -~

(bo — b1) + (b2 — b3) + (bg — bs) + (bg — b7) + - -
Dado que la hipdtesis es by < by < by < ... tendremos que

(a) La primera sumatoria comienza por un nimero positivo y van restando nimeros posi-
tivos, por lo que

bo > by — (b1 — ba) > by — (b1 — ba) — (bg —by) > ...

(b) La segunda sumatoria comienza por un nimero positivo y van sumando ntimeros posi-
tivos, por lo que

bo — b1 < (bo — b1) + (ba — b3) < (bo — b1) + (b2 — b3) + (by — b5) < ...
Con esta observacién tendremos sobre las sumas parciales
I. las sumas parciales pares decrecen mondétonamente

80> 82 2> 842 -

II. las sumas parciales impares crecen monétonamente

51 <s3<s5< -
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Visto como sucesiones, las sumas impares crecen mondétonamente, pero estan acotadas por
by, por lo que tienen limite, L;. Lo mismo ocurre con las sumas parciales pares, ellas decrecen
monoétonamente, pero estan acotadas inferiormente por by, por lo que tienen limite, L,. Como
ademas, la resta entre las sumas parciales pares e impares tienden a cero, conforme el indice
crece, tendremos que el limite debe ser el mismo, L. Lo que implica que la serie alternada es
convergente.

Reordenamiento de términos. A diferencia de lo que ocurre en series de términos posi-
tivos, en series alternadas es posible reordenar términos y cambiar el valor del limite. Atdn
transformar una serie condicionalmente convergente en divergente. Un estudio bastante de-
tallado puede encontrarse en el libro de Courant & John [1], pp 534-536.

Tomemos el ejemplo presentado en el libro de Courtan. Consideremos la serie alternada la
cual converge condicionalmente
11 1 1
n2)=1--+-—-+4+-—+...
u(2) 573 175 7
Multiplicando a ambos miembros por % obtenemos

H(%—l NS B S
s MY TS T T T 10 "

Si sumamos a ambos miembros, podemos notar que construimos la serie alternada original,
pero donde los términos aparecen en otros lugares

3 1 1 1 1 1
T2 =14+ - -4y
pn@)=l+g-—gtstz—3+

Ahora, la representacién de In(2) y de 31n(2) tienen los mismos términos, reordenados. Y
claramente el resultado es diferente.

6 Series de potencias

Con el estudio previo de series numéricas vamos a estudiar las series de potencias las cuales
son de la forma de las series de Taylor

[o¢]
S el
/=0

En términos generales, pueden escribirse como

Z bg (37 — JI())Z
=0

donde zg es denominado centro del desarrollo.

En principio, el estudio de las series de potencias se realizara como si la indeterminada z sea
un numero y aplicaremos los criterios de convergencia ya conocidos.

Al considerarse x como un nimero real, el andlisis de la convergencia determinard un conjunto
en la variable para el cual la serie sea convergente. Este conjunto serd denominado radio de
CONVETgenCia.
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6.1 Radio de convergencia

Béasicamente, para la determinacién del radio de convergencia aplicaremos el criterio de
D’Alembert.

Dada la serie de potencias
o0
>
=0

vamos a imponer

041
a1 T +

. ’a£+1 33€+1| lim ’ £+1|
0 2 = lim ———— ] \

£—00 ’ag a;€| ZHOO ‘az‘

lim

{—00

Si llamamos )
— = lim [ae+1]

T 5o |agl

tendremos que |z| < r donde r es el radio de convergencia.

Si la serie hubiera tenido el centro en xg el radio de convergencia se calcula a partir de
|z —xo| < r

Al aplicar el criterio de D’Alembert, dentro de radio de convergencia garantizamos la conver-
gencia absoluta. Sin embargo es necesario analizar qué ocurre en los limites del intervalo para
estudiar la convergencia condicional.

Para consolidar la idea, consideremos siguiente ejemplo: Analizar la convergencia absoluta y
condicional de la serie de potencias

—_

_ 2)5

>

(=1

N

3@

{

ag

Entonces,

|a£+1\ vaa VI
ol T 8VIFT T 3y7 141

Entonces, tomando limite resulta % = % por lo que el radio de convergencia sera

lzr—2/<3 — ze(-L15)

Dentro del intervalo abierto (—1,5) la serie converge absolutamente. Para analizar la conver-
gencia puntual debemos estudiar las series resultantes de evaluar x = —1 y x = 5. Notemos
que x = 5 define la serie

o0

1

g .

= —— divergente
S A0 =Y =S e
En cambio, si reemplazamos en x = —1 resulta la serie

0 l
-1
E (=1 Por criterio de Leibinz, condicionalmente convergente

= Ve

Entonces, la serie de potencias original es absolutamente convergente para x € (—1,5), condi-
cionalmente convergente en x = —1 y divergente en x = 5.
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7 Sucesiones de funciones

Para el analisis matematico, los procesos de limite son escenciales. No sélo para sucesiones y
series numéricas, sino fundamentalmente para sucesiones y series de funciones.

En el caso de las series de potencias, aun siendo series de Taylor de funciones infinitamente
derivables, el analisis de convergencia estudiado no nos permite saber méas de que dentro
del intervalo de convergencia cualquier x que se sustituya dard como resultado una serie
convergente.

Vamos ahora a estudiar sucesiones de funciones del tipo

fi(z), fo(2), f3(2), . ..

y ver si existe el limite
lim fy(z)

{—00

En este punto hay que tener cuidado sobre qué sentido tiene la convergencia.

Si consideramos un zg determinado, transformamos el problema al anélisis de convergencia
de una sucecion en R, por lo que

Dado un xg en el dominio de las funciones de la sucesion
{f1(z0), fa(x0), f3(z0), ... }.
Si para todo € > 0 existe un nimero natural N (N (e, x0)) para el cual
| fe(xo) — fxo)] < € siempre que £ > N

Entonces, diremos que la sucesion converge puntualmente a f(x) en x = xy.

Observacién. Si bien, para todo x del intervalo comtn de definicién de las funciones de la
sucesion cada sucesion converge al valor de la funcién en el punto dado, esta convergencia es
en el sentido puntual, es decir, nos arroja el valor de la funcién ”limite” en cada punto.

Este tipo de convegencia es puntual, también denominada no wuniforme. La sucesion de
funciones no converge a la funcién, sino que en cada punto converge al valor en cada punto.

Otra convergencia mds fuerte es que la sucesién de funciones converja a una funcién indepen-
dientemente del punto del intervalo. Esta convergencia se denomina convergencia uniforme.

7.1 Convergencia uniforme

La convegencia uniforme de una sucesién de funciones es un tipo de convergencia funcional,
no numérica. Esto significa que, dada una sucesién de funciones

{fi, fa; f3,.- -}

la sucesién converge a la funcién f.

Notemos que para esta categoria de convergencia no hemos puesto la dependencia con x en
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las funciones. Escribir de esta manera la sucesiéon y la funcién limite permite decir que la
convergencia es a una funcién, no a los valores de la funcién.

Aqui nuestro estudio particular de funciones de una variable real (que extenderemos a fun-
ciones de variable compleja) puede jugarnos un papel confuso.

El estudio de sucesiones en espacios topolégicos (para detalle, consultar el libro de Rudin
[6]) lo fundamental es la nocién de distancia. Es a través de esta definiciéon que podremos
conceptualizar las "cercanias” entre elementos.

En el espacio de funciones continuas en el intervalo [a, b] existen varias definiciones de distan-

cias
h.3) ¢ [ - oz
\/ / £(2) — gt dt

doo(f,9) = |f(z) —g(z)],  Vz € [a,b]

En espacios métricos (en los cuales estan definidas distancias), la convergencia de una sucesién
vendra dada a partir de

(i) Distancia cuadrdtica:

(ii) Distancia de orden p:

(iii) Distancia infinito:

Una sucesion de funciones { f1, fa, f3,...} diremos que converge a la funcién f en el sentido
de la distancia definida si y solo si

Ve >0, IN(e) e N tales que  daistancia definida(fe, f) <€  siempre que N >/
Para el caso de la distancia infinito la definicién de convergencia es la que define la conver-
gencia uniforme
Definicion. Convergencia uniforme.
Una sucesion de funciones {f1, fa, f3,...} diremos que converge uniformemente a la funcion
f si y solo si

Ve >0, dN(e) e N tales que |fi(x) — f(x)| <e siempre que N >{, Vx € [a,b]

La convergencia uniforme garantiza la convegencia puntual o no uniforme. La reciproca no
estd garantizada.

Podemos notar entonces que la definicién de convergencia puntual y uniforme utiliza la misma
expresion, el valor absoluto. Esto representa la mayor fuente de confusién.

La diferencia en la definicién no radica en la expresién de la desigualdad, sino en donde
aparece el Vx. En el caso de la convegencia puntual, la prueba de convergencia comienza
con el Vx y en la prueba de convergencia uniforme, el Vx aparece al final. Significa que la
convergencia uniforme no depende de x, mientras que la convergencia puntual, si.
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7.2 Criterio de Cauchy para la convergencia

Del mismo modo que aplicamos para las sucesiones numéricas, el criterio de Cauchy puede
formularse para sucesiones. Tanto para la convergencia puntual como uniforme

(a) Criterio de Cauchy para la convergencia puntual. Dado un zg en el dominio de
las funciones de la sucesion

{f1(@0), fa(o), f3(w0), ...}
Si para todo € > 0 existe un nimero natural N (N (g, x0)) para el cual
| fn(z0) — fr(z0)| < € siempre que ~ m,n > N

Entonces, diremos que la sucesion converge al valor de la funcion f(x) en x = xg.

(b) Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme. Dada la sucesion
{f1(2), f2(2), f3(),... }.
Si para todo € > 0 existe un nimero natural N (N(g)) para el cual
|[fm(x) — fo(z)] < e siempre que  m,n > N,Vx

Entonces, diremos que la sucesion converge uniformemente a la funcion f(x) en |a,b].

7.3 Sucesiones de funciones continuas uniformemente convergentes

Supongamos una sucesién de funciones continuas en un intervalo [a, b], { f1(2), f2(z), f3(z),... }
la cual es uniformemente convergente a una funcién f(x). Entonces, la funcién limite es con-
tinua.

En efecto, como la sucesién de funciones es uniformemente convergente, para todo € > 0
existe un N(e) > 0 para los cuales se cumple

fo(z) — f(x)] <e siempre que N > ¢, Va € [a,b]
lo que debemos analizar es
(@) = fxo)| = | f(2) = flxo) + fe(x) = fe(xo) = fe(x) — fe(xo)]
reordenando y acotando, tenemos
(@) = f@o)| < [fe(w) = f(@) + | fe(zo) — flwo)| + | fe(a) — felwo)|

Ahora, como la sucesién converge uniformemente y como las funciones fy(z) son continuas en
Zo, tenemos que podemos asumir

[f (@) = flzo)| < [ felx) — f (@) + | felxo) — f(0)| + | fe(x) = fe(xo)|

<e/3 <e/3 <e/3

Los primeros dos términos se mantienen menores de €/3 en virtud de la convergencia uniforme.
El tercer término se mantiene menor que £/3 debido a la continuidad de las funciones fy(z)
asi que

F(x) — f(zo)| <& siempre que |z — zo| < 8

lo que prueba la continuidad.
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7.4 Sucesiones de funciones derivables uniformemente convergentes

Vamos ahora a analizar la derivabilidad de una funciéon que es limite de una sucesién uni-
formemente convergente.

Sea {fi(z), fa(x), f3(x), ...} una sucesién de funciones derivables puntualmente convergente
en el intervalo (a,b). Sila funcién de derivadas {fi(z), f5(x), f5(z), ...} converge uniforme-
mente a una funcién en (a,b), entonces la sucesién {fi(x), fa(z), f3(x),...} converge uni-
formemente a una funcién derivable f(z) y para todo = € (a,b) limy_ f)(z) = f' ()

Veamos, definamos las funciones

fe@)=fe(xo) . 4
ge(if):{ e 7o

fi(xo) T =m0

Como las funciones fy(z) son derivables, se deduce que las funciones g;(x) son continuas en
xo. Lo mismo ocurre en todos los puntos del intervalo (a,b).

Sean m,n € N tales que m > n. Analicemos la diferencia y apliquemos el teorema del valor
medio a la funcién derivable f,,(z) — fn(z)

_ Sm(@) = fm(xo)  fu(@) = fu(zo) _ [fm(2) = fu(@)] = [fm(20) = fn(0)]
Im(T) — gn(x) = - =

T — X xr — X T —To

= [fm(z) = fal@)]] —¢ = Fa(&) = £1(6)
donde £ es un punto intermedio entre xg y . Para el uso del teorema del valor medio estamos
suponiendo que las funciones tienen las derivadas continuas.
Entonces,

|9m (@) — gn(@)| = | £, (&) — 1 (E)]
Ademas, en zy tenemos
|9m (%0) = gn(z0)| = | frn(20) — fr(0)]
Sea € < Supye () {1 (70) — fr(z0)|} podemos escribir
|9m (2) = gn(@)| = | £ (&) — fr(&)] < e
Como las fy(z) satisfacen la condicién de Cauchy, las funciones g;(x) también la satisfacen.
Con lo cual, la sucesién {go, g1, 92, ... } converge uniformemente.

Sea yo = limy_, o0 fo(20) y sea g = limy_, o g¢(x) el limite uniforme de la sucesion {g1, g2, g3, . - . }

Notemos que ya que x — x( estd acotado en el intervalo (a,b) tendremos que la sucesién

fo(z) = fo(wo) + ge(z) (2 — 20)

converge uniformemente a yy + g(z)(x — xg). Como ademds g es continua en xy tenemos que

lim @) = J(@o) = lim g(z) = g(x0)

T—x0 T — Zo T—T0
Queda demostrado que f es derivable en xg , y que f'(zo) = limy_,o0 f;(z0). Entonces f'(z) =
Lo garantizado es que si la sucesién de derivadas converge uniformemente, entonces, la fun-
ciones primitivas también. La reciproca no es valida. Como ejemplo, la sucesién
fe(x) = [sin(27lx)] /¢ converge uniformemente, pero su derivada no converge en ningiin punto.
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8 Series de funciones

Vamos a considerar ahora series del tipo

Es decir, a partir de la sucesién de funciones { fo, f1, f2, f3, ... } definimos una serie y ya no
nos preocuparemos por el limite de la sucesién {fo, f1, f2, f3,... }, sino que estudiaremos el
limite de las sumas parciales

(@) = fulw)
/=0

La sucesién que estudiaremos sera {sg, 1, S2,... }

Ya que cada suma parcial es una funciéon, podemos estudiar las series de funciones con las
mismas herramientas que se definieron en el estudio de sucesiones de funciones. Esto significa
que aqui también debemos hacer la distincién entre convergencia puntual y convergencia
uniforme. A partir del criterio de Cauchy para convergencia uniforme, una serie de funciones
es uniformemente convergente si para todo £ > 0 existe un N(¢) € N tales que

|sm (z) — sp(x)] = ng(:c) < & siempre que n,m > N, Vx € (a,b)
n+1

8.1 Criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme.

El criterio de Weierstrass o prueba M de Weierstrass es un criterio basado en una condicién
suficiente para que una serie de funciones sea uniformemente convergente.

Teorema. Dada una serie de funciones

> fol)
=0

que converge puntualmente a una funcion f(x) en un intervalo (a,b). Si existe una serie
numeérica de términos positivos

o0

> M,

=0

tal que
|fe(x)| <My, Vn>0, Vzé€/ (a,b)

entonces, la serie converge uniformemente en (a,b).

Sea s, (x) y sm(x) sumas parciales, con m > n. Calculemos

[5m(@) = sa(@)] = |3 fol@) =Y fol@)| = | Y fel)
=0 =0 t=n+1
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Tenemos ademas

Yo fl@)] < ) [fel)]
{=n-+1 {=n+1

Por hipétesis del teorema, cada término estd acotado por lo que podemos afirmar

[sm (@) = s(@)| < D |fel@) < D M
{=n+1 {=n+1

Ahora, por hipétesis, dado que la serie ) ;2 M, converge, podemos afirmar que para todo
e > 0 existe un N(eg) € N tales que se cumple

m
|M,, — M,,| = Z M, < e, siempre que m,n> N
f=n+1

Entonces escogiendo estos m y n tenemos que

m
|sm (x) — sp(x)] < Z My < e, siempre que m,n >N
l=n+1

lo que prueba que la serie
oo
> filw)
£=0

converge uniformemente, ya que se cumple para todo = en (a,b).

8.2 Convergencia uniforme para series de potencias

Las series de potencias, son series de funciones cuya particularidad es que

fo(z) = apa*

Para la prueba de convergencia uniforme de una serie de potencias nos valdremos del siguiente

teorema.

Teorema. Si la serie de potencias
oo
>
£=0

converge puntualmente en x = x1 € (a,b) entonces se tiene que

i) La serie converge uniformemente en x < R < xq, R es el radio de convergencia
uniforme

1) La serie converge absolutamente para todo x < x;

Dado que la serie converge puntualmente en z; tendremos que |ay x{] < 1 a partir de un
cierto £ > N. Sea R < x1 y £ > N tenemos entonces

l L
a2t = a2 R R\
ax | =lagx] |—| | <|—| =t° cont<l1
Z T
Entonces, estamos en las condiciones del criterio de Weierstrass, ya que estd dominada por
una serie geométrica convergente. Entonces, la serie converge uniformemente. La parte ii)
estd contenida en la parte 7).
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