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1 Definiciones. Puntos Ordinarios y Singulares Regulares

Consideremos ecuaciones diferenciales lineales de la forma:
an(2) Y™ (@) + an—1(z) y" (@) + - + ag(x) y(z) = 0

la cual puede reescribirse como

g () 1+ 1@ n gy oy @) g
an(z) an(z)

Si quisiéramos buscar una solucion en serie entorno a un punto xg serda necesario que cada
coeficiente de la ecuacion no presente ninguna singularidad, ya que la garantia de soluciones,
va sea en un esquema del tipo Picard o mediante aplicacion del Teorema de Cauchy requiere
como minimo continuidad de las funciones intervinientes en la ecuacién diferencial.

El caso que vamos a analizar, en virtud de que procuramos soluciones en serie serd el que
las funciones sean analiticas en el punto alrededor del cual exista una solucién en serie. Para
ello, es necesario introducir la siguiente definicion,

Definicién. Punto Ordinario. Dada una ecuacion diferencial de la forma

y™ (z) + my(n_l)@) et ZZE;; y(z) = 0

an—1(x) an—2(x) ap(x)
an(z) 7 an(z) "7 an(x)

Diremos que xg es un punto ordinario si y sélo si las funciones
analiticas en xg.

En torno a puntos ordinarios, tendremos soluciones analiticas, en una determinada region.
Por lo cual, tendremos soluciones en serie de la forma

o
y(@) =) cja’
j=0

La convergencia de las series estd garantizada por la analiticidad de los coeficientes, pero el
radio de convergencia |x — xg| < p estard determinado por el

p < min{POaPhP% s apn—l}

an—1(x) an—2(x) ap(x)
an(z) 7 an(z) "7 an(z)”

donde p; es el radio del dominio de analiticidad de las funciones

Observacién sobre intervalos de convergencia. Como ejemplo, consideremos la ecuacion
diferencial

1 1
" !
z z)+—ylz) =0
y'(@)+ 1t @)+ y(a)
Notemos que xg = % es un punto ordinario de la ecuacién diferencial. Ahora, para analizar

los radios de convergencia deberiamos estudiar las regiones de analiticidad de las funciones
coeficientes. Para ello, notemos que la funcién 14—% tiene una singularidad en x = 7 y la
funcién %, en x = 0. A partir de esto, desarrollo alrededor de x = 1/2 tendrd un limite
cuando alcance a x = 0 por lo que el radio de la regién de analiticidad para la funcién i es

|z — 1| < 4. Para determinar el radio de la regién de analiticidad de la funcién ﬁ debemos

calcular la distancia entre x = 1/2 y & = +i esa distancia serd y/ (%)2 +12 = @ entonces,

como 1/2 es el menor, tendremos que la solucién en serie tendra un radio de convergencia
1 1
=50 <3
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2 Soluciones en Serie de EDO de Segundo Orden Entorno a
Puntos Ordinarios

A partir de la garantia de soluciones en serie para ecuaciones diferenciales con coeficientes
analiticos en un punto determinado, xg, vamos a buscar soluciones en serie de la forma

o0

y(x) =  cj(w—z)
7=0

y luego al imponer que se satisfaga la ecuacién diferencial se encuentrar los coeficientes c;
Ejemplo. Hallar la solucion general de la ecuacién diferencial
y'(x) +xy =0

Procuremos una solucién en serie alrededor de « = 0, es decir,
— o
y(z) = E G
J=0

Las derivadas son

o0 o0
y(x)=> jejal™t ya) =) ji-1)cal?
j=0 Jj=0

Reemplazando en la ecuacién diferencial,

o0

o
J-Deal 24+ altt =0
j=0 =0

Separemos el término correspondiente a 2° y reagrupando podemos escribir:
2e24 ) (I48) (2 s a’ 4D el =204 ) [(G43) (42 ejes + o] 27 =0
j=0 j=0 j=0

con lo que obtenemos,

Co = 0
Cj
Ci+3 = TN N
’ (J+3)(+2)
Esta recurrencia establece: cg y 1 libres, deben ser definidos a priori. co = 0, lo que condiciona
acs =cg = - = coy3y = 0y los demés términos se obtienen a partir de la recurrencia

establecida.

Como los coeficientes de la ecuacion diferencial son analiticos en todo el plano complejo,
es de esperar que la serie sea convergente en toda la recta real, pero se puede estudiar en
términos del criterio del cociente,

{4341 1

- (£+3)(£+2)‘$|3 =0

Cy4+3T

lim
cp 2t

{—o0

para todo x. Lo que indica que la serie converge para todo valor de .
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3 Puntos Singulares Regulares. I: Ecuacion de Euler

En este apartado vamos a estudiar ecuaciones diferenciales las cuales poseen coeficientes
que no son analiticos en algiin conjunto de puntos. No obstante, no todas las ecuaciones
diferenciales con singularidades de este tipo admitiran soluciones en serie. Maés atn, como
buscaremos soluciones de ecuaciones entorno a puntos de signularidad, no podremos esperar
series de potencias tipo Taylor, ya que esto implicaria analiticidad de la solucién, cosa no
garantizada.

Ademsds, de las posibles singularidades existentes, slo analizaremos un tipo particular,
las que definiremos como puntos singulares regulares.

Definicion. Punto Singular Regular. Dada una ecuacion diferencial de sequndo orden de
la forma

P(x)y"(z) + Q@) y () + R(x) y(x) = 0

Diremos que xg es un punto singular reqular si y sélo si las funciones

(@ R()
Py ¥ )

O

(x — x0)

son analiticas en xg.

Sobre lo especifico de la definicién volveremos més adelante y estard sustentada en la
integrabilidad de la ecuacién de Euler.

3.1 La Ecuacién de Euler
Consideremos la ecuacion diferencial
2?y"(x) + axy'(z) + By(x) = 0

donde « y 8 son nimeros reales.

Esta ecuacién diferencial es el paradigma de las ecuaciones con un punto singular regular,
xo. Ademads, la propia estructura de la ecuacién diferencial sugiere a una solucién de la forma
y = x". Reemplazando en la ecuacién diferencial se obtiene

r(r—1z"+arz"+pB2"=r(r—1)+ar+p]z" =0
Entonces, la potencia r se obtiene resolviendo la ecuacién
rir—1)+ar+8=r+(a@-1)r+=0
Podemos definir el polinomio p(r) y lo llamaremos polinomio indicial a
p(r)=r*+(a—1)r+p

de tal manera que la potencia de las soluciones a la ecuacion diferencial sean las raices de este
polinomio cuya ecuacién se denomina ecuacion indicial, p(r) =r?> + (a —1)r + =0

Analicemos las diferentes soluciones de la ecuacion indicial, ya que si bien admite dos,
estas pueden ser diferentes reales, diferentes complejas o iguales.
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Notas de Clase Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

3.1.1 Raices reales distintas

Dada la ecuacion indicial,
P +(a-1)r+p=0

para el caso
(a—1)2 =48>0

tendremos dos soluciones reales distintas, r1 y 72, con lo que la solucién general sera
y(r) =cra™ + co "

3.1.2 Raices complejas distintas

Para el caso de que las raices complejas conjugadas (ya que los coeficientes v y 5 con reales)
tenemos que 11 = €411y ro = £ — i1 entonces,

y(zr) = 25 oo 287 = ¢y 282" + co afa
Reescribiendo 2 = ¢ (I2) entonces, podemos escribir la solucién general
y(x) = 25 [(e1 4 ¢2) cos(n In|z]) + (¢1 — ¢2) sin(n In|z])]

3.1.3 Raices iguales

Para el caso en que las raices sean iguales, llamémosla 71, el polinomio indicial puede escribirse
p(r) = (r —r1)2. Si escribimos la ecuacién diferencial, y al reemplazar y = 2",

2,1 / 2
7y +ary +By=(r—r)z"
esta ecuacién diferencial resulta cero en el r1. Notemos que si derivamos la ecuacién diferencial

con respecto a r, obtenemos

0
2 T1 _ Id 2 r

o [(r —r)%2™] =2(r — r1)2” + (r — r1)%2" In(|z)
Lo que significa que la derivada de la ecuacién diferencial, evaluada en r = r; también da
cero.

Entonces, permutando la derivacion con respecto a r, tendremos que la derivada con
respecto a r de la funcién solucién también es solucién, esto es 2" In(]z|) también es solucidn,
por lo que la solucién general es

y(x) = 2" (e1 + ¢ In|x|)

Ahora que tenemos caracterizadas todas las posibles soluciones para la ecuacién de Euler,
estamos en condiciones de estudiar una ecuacién diferencial y proponer una solucién en serie
de potencias de x — x¢ donde zg sea un punto singular regular.

La ecuacion de Euler sera el sustendo tedrico para la bisqueda de soluciones en un entorno
de puntos singulares regulares.
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4 Puntos Singulares Regulares. 1I: Método de Frobenius

Una vez estudiada en detalle la ecuacién de Euler, consideremos un caso més general de
ecuacién diferencial lineal de segundo orden que tenga un punto singular regular.

Sin pérdida de generalidad, podemos considerar que el punto singular regular es el x = 0,
a los fines de simplificar la escritura.

Consideremos la ecuacion diferencial
P(z)y"(z) + Q(z) y'(x) + R(z) y(z) = 0
Esta ecuacién puede ser reescrita como

y"(x) + gg Y () +

ﬁég y(z) =0

multiplicando a ambos miembros por 22 obtenemos

() 1oy 4 42 @)
B V) 4 B i)

z? y"(z) + z?

=0

Podemos reescribir la ecuacion en la forma

2y(2) + 2 {x ggg] () + [aﬁ ﬁgﬂ y(z) =0

Las expresiones entre corchetes son funciones analiticas ya que x = 0 es un punto singular
regular (en este punto cobra sentido la especificidad en la definicién de punto singular regular)

Por lo tanto, para las funciones entre corchetes tenemos series de Taylor convergentes
alrededor de x = 0,

98] = bt st
[a:Q R(z)
P(x)

Si reemplazamos estas expresiones en la ecuacién diferencial, tenemos

] = Bo+Bia+foa’ + Pz’ + -

?y'(@)+z [tz +agz®+- ]y (@) + [Bo+Bra+ e’ + - ]y(x) =0
distribuyendo el primer término
2?y"(x) +aozy/(2) + o [arz + ana® + -]y (2) + Boy(e) + [ Bra+ P2z’ + - Jy(z) =0
Reagrupando, tenemos

2y (@) +aory (@) + Poy(e) + [z +asa® + -1y (@) + [ Bra+ Baa® +--Jy(z) =0

FEuler

el polinomio indicial para la correspondiente ecuacién de Euler, serd

p(r) =1+ (g — 1) 7+ By
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El hecho de que un primer término sea la ecuacién de Euler, sugiere y motiva a buscar
soluciones en serie para la ecuacién diferencial (ahora, la completa) en la forma

o0
x)=a" Z c ot
=0

donde r sea solucién de la ecuacién indicial 72 + (ag — 1) 7 + By

Con esta propuesta de solucién, tenemos
o (o)
— 4 chxlzzcllerr
=0 =0
o0
y(@) = > (+r) gt

y'(x) = Z I+ (I+r—1) a2

Reemplazando en la ecuacién diferencial,

x” Z(l+r)(l+r—l)Clxl+ZZaj(l+r)clxl+j+ZZﬁjCle+j =0

1=0 1=0 j=0 1=0 j=0
entonces,
[e.e]
Zl—H” (l+r—1)qz —i—ZZoz] l+7) clxlﬂ—kZZB i =0
1=0 =0 j=0 =0 j=0

Ordenemos las sumatorias, de manera tal de sistematizar el calculo.

Llamemos ¢ = j 4+ [ luego, | = ¢ — j y reescribamos las sumatorias dela siguiente manera:
£=0,1,2,... yj7=0,1,2...¢es decir, £ desde cero a infinito y j desde cero hasta £. Entonces,
podemos reescribir la ecuacién

L

(l+r)(l+r—-1)qx +Z Zag l+r—g)ej| = +Z Zﬁycé —j 2 =0

/=0 | 7=0

WE

l

Il
=)

En la primera sumatoria podemos cambiar la letra [ por ¢ y agrupando tenemos

) y4
Z (l—i—r)(l—kr—l)cl—i-ZCg,j [aj (047 —j)+8;] pat =0
£=0 §=0

lo que implica que para £ =0,1,2,... se debe cumplir

4
Cr)(l+r—1Da+> cjla(C+r—34)+8]=0
j=0
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Extrayendo el primer término de la sumatoria, correspondiente a 7 = 0, tenemos,

14
cl+r)(lt+r—1)+ao(@+r)+ B+ > cojlog(C+r—j)+8]=0
7j=1

que es equivalente a

y4
{4+ +ao [(L+7r) =1+ B} + Y oy log (L+r—j)+ 8] =0
j=1
recordando la expresién del polinomio indicial, p(r) = 72 + ag (r — 1) 4+ Bp podemos escribir
la ltima expresion como

1
plr+0ce+Y cojlaj(t+r—35)+8]=0
j=1
para £ = 0 tenemos,
p(r)co=0
entonces r debe ser raiz del polinomio indicial p(r) = 0 que es la ecuacion indicial.

Para los demaés términos, se obtuvo la relacion de recurrencia para los coeficientes del

desarrollo ,

Zcej o (47— §) + 8], (=12 ..
=1

= E +7)
Observacion. Con la expresién anterior podemos obtener todos los coeficientes del desarrollo
"y 2 ce z¢, donde r es rafz del polinomio indicial. Como el polinomio indicial es de grado
dos, esperamos dos soluciones, las cuales pueden ser distintas o iguales.

Si las raices son distintas, pero su diferencia es un nimero entero, nos encontramos con
el siguiente problema: Sean r y ro soluciones de la ecuacion indicial, tales que 11 —r9 = N,
con N entero. Sea r1 < ryo. Al calcular el desarrollo correspondiente a la solucién con r = rq

y1(z) = 2™ Z cyl) z*

donde, para £ > 1 la recurrencia sera

tendremos

14

Cgﬂl): 6—1—7'1 j 1CT1' aj (E+7r— )+5j]7 (=1,2,...

Ahora, conforme varia £ podemos llegar a £ = N y por lo tanto

(r1) _
oy = N+r1 Zc Uil (N +7—j) + B8]
pero N + r1 = ro que también es solucién de la ecuacién indicial, p(re) = p(r1 + N) = 0 por
lo que no se pueden calcular los coeficientes.

Esto significa que el caso en que la diferencia entre raices del polinomio indicial sea un
entero debe ser estudiada particularmente.
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4.1 Raices distintas con r| — 1y ¢ Z

Este caso es sencillo ya que a partir de la resolucién de la ecuacién indicial, p(r) = 0 tenemos
que la solucién general es

y(z) = A 2™ + A"

o0
1+ Z cgm zt
=1

1+ Z cém) :cel
—1

donde los coeficientes cyl’z) se obtienen a partir de la expresion, para c(OTI’Q) =1

¢
(r1,2) 1 (r1,2) .

cg == ¢, 7 o (U112 —7)+ Bl 0=1,2,...
‘ p(l+712) JZZI e—j Loy (E+ 7112 =7) + 5]

Q=
P(x

—

y donde los a; y [ son los coeficientes del desarrollo de Taylor de las funciones x y

z? ggg , respectivamente.

N

4.2 Raices iguales

Analicemos ahora el caso en que la ecuacién indicial posee una sola raiz real, r1. La solucién
que se propone es la dada por la expresién

o0
y(x) = 2™ + Z cozttm
/=1

donde asumimos ¢y = 1 y la relacién para la determinacién de los ¢p, (£ =1,2,3...), es

/
1 .
T T+ ) jzzl el tEn =

donde, p(r) = 72 + (ap — 1) 7 + By es el polinomio indicial y como admite una tnica raiz,
tendremos p(r) = (r —r1)?
Llamando al operador diferencial L, tal que

, 2 [:BQ(:U)] d [sz(x)]

L= T ) P(z)

dzx

donde las funciones [II?((I)} y [mZ R(I)] tienen sus desarrollos en serie de Taylor con coeficientes
) P(z)

a; y Bj, respectivamente.

Llamemos

oo
yr(x) = 2" + Z cpxttT
=1

con la relacién para los coeficientes ¢, (¢ =1,2,3...),

Cp =

¢
—p(glw > cojlag (41— 5)] + Bj]
=1
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Sir =r; (solucién de la ecuacién indicial) la funcién propuesta y,, () es solucién.
Vamos a reemplazar y,(x) en la ecuacién diferencial y ver qué resulta.
El operador diferencial se puede escribir como

o0 [e.9]
2
L==x preaa Zajx] pr Zﬁjx]
=0 =0

Extrayendo los términos correspondientes a j = 0 y agrupando convenientemente, obtenemos

2

d d = | d s .
L =2 d2+a0md + Bo + Zajx] x%+ Zﬁjx]

Ahora apliquemos el operador a la funcién y,(x)

) & d N D N R
Llyr(@)] = { 2* 5 + a0z -+ fo + Zajxf Sl DO R VAC)

Reemplacemos y,.(x) por la expresién dada y calculemos por separado los términos relevantes:

. {:r2 L L aga L +Bo} [y ()):

d? d
{ 2d 2+a0x+ﬁo}

oo oo
"+ Z cr x”T] = p(r)z" + Z cop(+r) T
(=1

(=1

(*)

* [Z;il Qj ﬂ} xdyg—f):

o

S ajad
Od]l‘

=1

Zra x]+r+zz ajc(l+r)x bty

(=1 j=1

o[22 8597yl

Zajmj . yr( ) Z/B QCJHJFZZB cprt T

/=1 j=1

Notemos que de la recurrencia de los coeficientes, ¢, = —% Z§:1 co—jla;(C+r—j) + B,
entonces,

~

cop(l+1) == cojla(t+r—7)+ B
j=1

Con esta relacién, reemplazando en () obtenemos,

9 o £
Z cpll+r)zttr = — Z Zce,j[aj(ﬁ +r—j)+ Bl attT
=1 =1 j=1
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Sumando todos los términos tenemos la accién del operador sobre la funcién y,(x)

o /L
] = =33 ot )+ 3 e

(=1 j=1
+ Z Q; Cg E‘f"f‘ l+r+j + Z B x]JrT‘ + ZZ ,3] ch€+r+]
(=1 j=1 =1 j=1
reagrupando términos, tenemos
L[yr(x)} = ac —i—ZOé]r -|-5 x]'i‘?“_i_zzcg Ozjg—i-?")"i‘ﬁ] l+r+j
/=1 j=1
(%)
oo /£
. ; 0+
chf—j[aj(€+7“—.7) + Bl x
=1 j=1

En la expresion (k%) notemos que hemos definido previamente que cg = 1, por lo que podemos
agrupar estos dos términos para comenzar la sumatoria en ¢ desde cero, resultando

[e.e]

Z[a]r+ﬁ $J+T+ZZC€%€+T)+B a T = chéaj€+7‘ ) + BjlatTH

7=1 =1 j=1 =0 j=1
Entonces, la expresién del operador se va simplificando,

o /A

Llyy(2)] = p(r)a” + Y Y erlag(C+r) + Bila™ 7 =3 N e jloy(€+r — j) + Bl a"*"

(=0 j=1 (=1 j=1

finalmente, si en el ltimo término cambiamos el indice ¢/ = ¢ — j podemos cambiar el alcance
de los indices en la tltima sumatoria doble con: ¢/ =0,1,2,... y j = 1,2,... resultando, esta
dltima:

oo £
ZZQ jlaj(l+r—j)+ Bjla 2T — ZZCZ’O‘JEJ”" P O rtj

(=1 j=1 =0 j=1

Es maés, como el indice es mudo, podemos volver al uso de la letra ¢, y escribir:

oo /L
ZZC[ il (47— )+ Bt = ZZQ@] (04 7) + By at T
/=1 j=1 (=0 j=1

Entonces, la aplicacién del operador resulta:

Llyr(@)] = p(r)a” + 3> eelag(+ 1)+ Bile™H = 373" chlay (¢ +1) + Byl
=0 j=1 =0 j=1

Es decir,
Llyr(z)] = p(r)a"
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Esta expresién, que se anula en r = r; (raiz de la ecuacién indicial), puede escribirse como
2,r
Llyr(z)] = (r—m)"=

ya que 7 es raiz doble del polinomio indicial. Notemos que al derivar con respecto a r también
obtenemos la anulacién del operador, esto es,

0
EL[yr(m)] = 2(T—T1)JIT+(T—T1)2$T ln|:UHr:T1 =0

r=ry

Lo que implica que al permutar el orden de derivacién, tendremos que

5] -

or

- d . [ iy
lo que significa que yéix) también serd una solucién.

Entonces, para el caso en que r; = ro la soluciéon general sera:

o0
1+ Z cérl) 2t
/=1

o0
1+ Z cgm zt

(=1

y(z) = Mz +

d (r1)
+ A {x” In |z| Zr a:é}

Para analizar este caso, recordemos la expresién para los coeficientes del desarrollo de y,(z),

00
T )
(=1

4.3 Raices distintas con ry —r; € Z

[e.@] oo
yr(x) = 2" |co+ Z ce xel = Z co(r) T
=1 =0

Vamos a poner la dependencia del coeficiente con 7 a través de una relacién funcional, cy(r),
en vez del uso del supraindice. Para co(r) teniamos la libertad de definirlo a priori como la
unidad, y los siguientes coeficientes del desarrollo se obtenian a través de la relacién

1 <& .
co(r) = —m jz::l co—j(r)o (€ + 1 — 7)) + B5]

Supongamos que ;1 < 19, con ro — 11 = n € N. Con esta suposicion podemos obtener el
desarrollo completo

[o.¢]
Ura (1) =D cora) 2T
/=0
con

06(7’2) =

1 V4
_mzcﬁj(r2)[0€j(€+7’2—j)+Bj] (=1,2,...
j=1

y ningin denominador se anula, pueso que r2 + ¢ nunca toma un valor que anule al polinomio
indicial.
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Claramente los problemas aparecen cuando queremos obtener la serie correspondiente a
r1 ya que los coeficientes del desarrollo

1 : .
Ce(?“l)=—M;Ce—j(Tl)[Oéj(HTl—J)Jrﬁj] t=1,2,...

pueden ser calculados hasta ¢ = n — 1 ya que p(r1 + n) = p(r2) = 0 y por lo tanto
co(r1),c1(r1), ..., cn—1(r1) pueden ser calculados sin problemas, pero no ocurre lo mismo con
el célculo de ¢, (r1).

Tenemos que

l
p(r+ ) co(r Zcz —i(M)aj (b+71—73)+ Bj] = De(r)
7j=1

Por otro lado tenemos lo siguiente:

p(r) = (r—r)(r—r)
p(r+n) = (r+n—r)(r+n—ry)=(r—-r1+n)(r—ry)

Notemos que si Dy(r) tiene como factor a r — r; resolveriamos la singularidad, ya que

p(r + L) co(r) = Dy(r) = (r —r1) &(r)

reemplazando,
(r—=ri+n)(r—ri)ea(r) = (r—ri)&al(r)
entonces, ")
_ En(r
cn(r) = Gortn)

expresién que no posee ninguna singularidad en r = rq
Dada la libertad para la eleccién de ¢o(r1) que termina siendo un factor comin dado
el calculo de los ¢¢(r1) podriamos elegir a co(r) = (r — r1). Esta eleccién nos garantiza
que el ¢,(r1) pueda ser calculado, pero todos los anteriores terminan siendo nulos, ya que
co(r1) =r1 —rp = 0y todos los siguientes usan los términos anteriores. Pero esta secuencia
nula termina en
§n(r1) &n(r1)

cn(r) = =

(ri—ri1+mn) n

y todos los siguientes serdn no nulos. Entonces, la serie correspondiente a r; comienza con
", por lo que la solucién correspondiente a r sera

Yy () =2 x ng r1) 2t = m”+”2dg 1)

que es lo mismo que la serie correspondiente a yo ya que r; +n = ro, esto es

Z
Yry (z) = 2" ng r)zt = ng rp) 2t
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Y por construccién, termina resultando un multiplo de la funcién y;., .

Lo que obtuvimos entonces es que la tnica solucién independiente es la y,, y por lo tanto
termina siendo un problema andlogo al de raices iguales, es decir que debemos procurar un
mecanismo para la obtencién de la otra solucién.

La segunda solucion independiente se obtendra por derivacién con respecto al pardmetro
r y luego se evaliia en 7o

Considerando la solucién para y,(x) y co(r) = r — r; como

o

= Z Cg(T) $Z+T

=0

Al aplicar el operador L a esta solucién obtenemos

Llyr(z)] = p(r)(r —r1)a"

El factor r — r; aparece porque es factor comun al definir ¢y(r) =r —ry
Entonces, al derivar con respecto a r obtenemos:

0
o [Llyr(x)] = p(r) z" + (r —r1)p'(r) + (r — r1)p(r)z” In |z
y claramente se anula en r = r;. Entonces, para obtener la segunda solucién independiente a
Yr, derivamos con respecto a r la propuesta para y,, y la evaluemos en r = ;.

Obtenemos:

0 > dey( - ,
ar [yr, (2)] = Z a4 Zce 27 In 7|
=0

al evaluar en r = r; la primera sumatoria se no varia, pero la segunda comienza en £ = n por
lo que ya se vio, entonces

0 > dey(r , > ,
E [ym ($)]r:r1 = d(7“1)$€+ T4 ZCK(’IH):L'“_ 1 ln|x|

=0 {=n

con lo que obtenemos la otra solucién:

> deg(r ad
@) = 27 30 T ot gm0 S (1)
=0 £=0

y por lo que ya se vio, tenemos que la solucién general para el problema sera:

> deg(r
¥(@) = Mo yra(@) 427 S0 LO 0t 4y g ()
£=0

o bien,

— d

=0

con A\; y A9 constantes arbitrarias.
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5 Analisis del Punto en el Infinito

En las definiciones que se han dado, tanto para punto ordinario como para puntos singulares
regulares, los puntos a estudiar y caracterizar eran finitos, xg.

A modo de completar la exposicién, consideraremos el punto en el infinito ya que es
de utilidad para un estudio mé&s general de ecuaciones diferenciales y que son de aplicacién
para las definiciones de las denominadas funciones especiales, entre las que se encuentran las
Funciones Hipergeométricas, Polinomios de Jacobi, etc.

La extension es simplemente hacer un cambio de variables, { = % y estudiar la ecuacién
diferencial en el punto ¢ = 0.

Entonces, estudiemos la ecuacién diferencial

P(x)y"(z) + Q(x) ¥ () + R(x) y(z) =0
pero en la variable { = % Tenemos que

d 1 d
T=—av@ o Y@=-¢

¢ ¢
' d? 2 1 d? d
Eeav@rare) - @)= -a g

Reemplazando, tenemos

N @ [<4dg2 Z?]w@ [ ¢ J (2) y@ L
er(Q) @ber ()¢ o] 2e(0) () -

o
¢PO I + P - ¢ @) B+ ROTQ) =0
Entonces, podemos escribir
Q) 1 [25 o] WO 1RO
T s |[E PO - 3 00) B+ 5580 -

Reescrita de esta manera, podemos decir entonces que el punto en el infinito es un punto
ordinario si las funciones

1 2 — 1= 1 R(C)

— | = P)— =

50 6 TO- @20 v G

son analiticas en ( = 0 y el punto en el infinito es singular regular si las funciones
1 2 — 1— 1 R(C)

— | P) — =

rg 270 -120] v ang

son analiticas en ( =0
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